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Ricevu to il 31 Marzo 1967 

« U n ' i m p r o v v i s a fo l a t a di v e n t o r o m p e lo specchio ver-
dazzur ro del lago di Sauris , i n f r angendo u n lucen te l egame 
f r a le cose. Al cader del ven to , lo specchio si r i compone e 
l ' a c q u a r ip rende il suo del icato t r emulo colloquio con i boschi 
di abe t i e le m o n t a g n e in to rno . A valle, la diga l imi t a l ' in-
c a n t o : o l t re .la diga, l ' a spe r r ima fe r r igna gola del Lumie i , 
or r ida e possente . Lago di Saur is : sognan te f r ag i l i t à d i mo-
t ivi , aspirazioni v a n e n t i in u n br iv ido, specchio di cielo in 
bilico sopra l 'abisso ». 

P . CALOI, Lugl io 1951. 

RIASSUNTO. — Vengono r i a s sun t i i d a t i sper imenta l i , r eg i s t ra t i lungo 
le r ive del lago di Sauris , in due diverse c a m p a g n e di osservazioni : a bacino 
p ieno e a bacino r i do t t o . 

I l c o n f r o n t o f r a i r i su l t a t i r agg iun t i con quelli calcolat i in un p r eceden t e 
lavoro , si t r a d u c e in u n a concordanza rimarchevole f r a le osservazioni e 
i calcoli. 

I va lor i dei per iodi delle oscillazioni di noda l i t à super iore ad uno, 
essendo risultati sia nella teor ia ohe nel l 'osservazione super ior i a quelli 
re la t iv i ad u n lago con un i fo rme p r o f o n d i t à , fecero r i t ene re appl icabi le al 
lago di Saur is la t eor ia cor r i sponden te a bacin i a v e n t i sezione long i tud ina le 
a f o r m a di t r i angolo r e t t ango lo , con il c a t e to p iù cor to in co r r i spondenza 
della diga. S v i l u p p a t a la t eor ia per ques to caso speciale ed app l i ca t a al 
lago di Sauris , essa si è d i m o s t r a t a p e r f e t t a m e n t e r i sponden te al l 'osserva-
zione. D a t a la sua sempl ic i tà di appl icazione, si r i t iene prefer ibi le s t u d i a r e 
laghi ana loghi con la n u o v a teor ia . 

SUMMAKT. — E x p e r i m e n t a l resul t s ob ta ined along t h e b a n k s of t h e 
Saur is ' s Lake , du r ing two di f ferent g roups of obse rva t ions (full a n d reduced 
basin) , a re here r e sumed . 
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T h e a g r e e m e n t be tween observed a n d p receden t ca lcu la ted d a t a , is 
ve ry r e m a r k a b l y . A new theo ry , moreover , is here showed and for t h e first 
t i m e appl ied to an art if icial lake . 

As t h e va lues of t h e per iods for w-nodal osci l lat ions (n > 1) b o t h in 
t he t h e o r y a n d in t h e obse rva t ion h a v e been h igher t h a n these r e g a r d i n g 
a lake w i t h even d e p t h , we h a v e appl ied t h e below expla ined t h e o r y t o t h e 
Saur is ' s L a k e . 

I t is considered a basin whose long i tud ina l sect ion f o r m s a r igh t -ang led 
t r i ang le ; t h e shor te r c a t h e t u s figures t h e d a m . 

T h e theore t i ca l a n d t h e observed resul t s a m o n g themse lves pe r fec t ly 
agreed . 

T h e a b o v e men t ioned theo ry , because of t h e easy appl ica t ions , will 
be used for o the r s s imilar lakes. 

1. - Nel programma di lavoro sull'idrodinamica dei laghi italiani, 
tracciato da Caloi nel lontano 1947 (2), erano tacitamente comprese 
indagini su laghi artificiali che, oltre a presentare una batimetría di 
notevoli; precisione, consentono la registrazione delle oscillazioni li-
bere a quote diverse del bacino lacustre, cosa pressoché impossibile 
— se non in misura ridottissima — in bacini naturali. 

L'austero, bellissimo lago di Sauris offre queste possibilità. Esso 
si è formato in seguito allo sbarramento — mediante una diga alta 
136 metri — dell'aspra, profonda valle del fiume Lumiei, presso le 
sue sorgenti sotto il monte Bivera (2473 m). 

A seconda dell 'andamento delle stagioni e della richiesta di ener-
gia elettrica, il lago di Sauris può essere a pieno invaso (quota 980 m 
circa) o a invasi più o meno parziali. 

Nell'estate del 1962 fu eseguita una serie di misure limnografiche, 
a bacino pieno. 

Nel 1965, per motivi legati all'esecuzione di alcune opere di con-
solidamento, il lago restò per molti mesi intorno alla quota 940 circa. 
Ne approfittammo per compiere, durante l'Agosto, diverse registra-
zioni limnografiche, lungo le rive del lago ridotto. 

Si riassumono, qui di seguito, i risultati delle dite accennate cam-
pagne di misure. 

2. - Limnogrammi ottenuti durante l'Agosto 1962, a bacino pieno. 

Le osservazioni limnografiche furono eseguite, successivamente ed 
alternativamente, nelle postazioni indicate con i numeri I , I I , I I I , 
IV (Fig. .1). Si aveva a disposizione un solo limnografo (del tipo usato 
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in precedenti indagini su piccoli laghi), per cui non è stato possibile 
eseguire registrazioni contemporanee in due luoghi diversi. 

Si è ritenuto superfluo eseguire misure continuate in corrispon-
denza della diga, nel punto cioè di massima profondità del lago. Un 
tentativo compiuto all'inizio delle osservazioni (20 Luglio .1962), ha 
dato infatt i esito negativo, con oscillazioni di impercettibile am-
piezza. 

Il 30 Luglio il limnografo fu posto alla base della baia « verdaz-
zurra » (II): f ra le 10h e le l l h furono registrate chiare oscillazioni 
con periodo medio di 3 minuti circa (Fig. 2). Esse costituiscono esempi 
di binodali, registrate in I I non ostante la vicinanza di un binodo. 
Sempre nella baia « verdazzurra », nella notte f ra il 30 e il 31, con il 
livello del lago in diminuzione, furono registrate lunghe serie di uni-
nodali (periodo medio variante f ra 5m,9 e 6m,0) (Fig. 3). 

I l 6 Agosto 1962 il limnografo stava funzionando nella baia IV, 
la più ampia e più lunga di tu t to il lago. La forma e le dimensioni 
della baia lasciavano prevedere la registrazione di sue oscillazioni 
proprie, cosa che si è verificata a più riprese, con particolare riguardo 
fra le 13» e le 16h (Fig. 1). Le oscillazioni hanno periodi fra lm ,2 e lm ,4 , 
quali ci si doveva aspettare sulla base delle dimensioni della baia: 
esse si presentano ad impulsi singoli, successivi, ognuno esaurentesi 
in un solo ciclo: appunto come si verifica per bacini parziali, aperti 
su più ampia distesa d'acque. 

Com'era naturale, i più lunghi periodi di registrazione furono 
quelli compiuti nella postazione I, all'estremo Ovest del lago. Tale 
estremo è raggiungibile da terra, solo dopo una faticosa complicata 
camminata lungo le rive. Il tragitto dalla località La Maina (presso 
la baia IV) veniva compiuto preferibilmente in motoscafo, anche per 
trasportare lo strumento. 

Un primo esempio di registrazione, si ebbe il 7 Agosto, con una 
serie di uninodali, aventi periodi variabili fra 5m,5 e 6m,0, con preva-
lenza sui 6m. 

Un'al tra serie di uninodali, di piccola ampiezza, fu ivi registrata 
il 16 Agosto; i periodi furono dell'ordine di 5m,9. Le registrazioni otte-
nute f ra il 20 e il 22 Agosto — sempre all'estremo Ovest — presenta-
no un particolare interesse. Si sono avute in quei giorni dei limno-
grammi caratteristici, in cui i periodi più lunghi risultano di circa 5m,5, 
alquanto inferiori quindi a quelli delle uninodali dell'intero lago che, in 
media, presentano periodi sui 6 minuti primi. Oltre al valore del pe-
riodo, anche il modo come si presentano ci porta ad escludere che si 
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t ra t t i di uninodali dell'intero bacino: esse, infatti , rivelano gli aspetti 
propri di movimenti oscillatori liberi di golfl aperti su bacini più ampli. 
Le registrazioni risultano di successioni di impulsi esaurentisi in un 
periodo (Figg. 5, 0 e 7): solo il persistere dell'azione perturbante per-
mette il formarsi di più oscillazioni, ogni oscillazione essendo cat turata 
come onda progressiva dal resto del lago, oltre la linea di bocca. Nel 
caso specifico, detta linea coincide all'incirca con la sezione 12a, come 
è facile provare con un breve calcolo. 

Data la grande facilità della formazione di oscillazioni « locali », 
interessanti la parte più occidentale del lago, l'estremo Ovest non 
costituisce la posizione più idonea per la registrazione delle uninodali 
pure; a questo scopo, si presta molto meglio la località « baia azzurra », 
non commossa da oscillazioni parziali. 

Anche alla base della baia I I I furono fat te alcune serie di regi-
strazioni. In questa posizione si ottennero chiari esempi di uninodali 
pure (periodo di 6m circa). Oltre a « shelf-seiches » molto rapide (periodi 
inferiori al minuto primo), le più ampie oscillazioni ivi registrate sono 
caratterizzate da peiiodi dell'ordine di l m ,5 (Figg. 8 e 9), che corri-
spondono a quelli delle trinodali. 

3. - Limnogrammi registrati durante VAgosto 1965, con il bacino 
a g. 939. 

Numerose furono le registrazioni effettuate a lago ridotto, durante 
l'Agosto 1965. Qui si accennerà alle più interessanti. 

I l limnografo venne sistemato successivamente, ed alternativa-
mente, nelle postazioni segnate con i numeri 1, 2, 3, 4 (Fig. 1). A lago 
ridotto, gli spostamenti potevano essere eseguiti a piedi lungo le spon-
de, senza eccessiva difficoltà, verso tu t te te postazioni, compresa la 2. 

Qui si riferisce soltanto su parte delle registrazioni ottenute in 
località 1, 2, e 3. Quelle avute in località 4, risultarono di scarso in-
teresse. 

A lago calmo, nella postazione 1 si ebbero lunghe serie di oscil-
lazioni uninodali durante il 9 Agosto 1965. Il periodo medio risultò 
di 5m circa, con molte singole oscillazioni con periodi di 4nl,S-im,9 
(Fig. 10). 

Alle 9h30m del 10 Agosto, sempre nella postazione 1, il limno-
grafo sorprese il lago animato da ampie oscillazioni uninodali (Fig. 11). 
Dopo le 10 si levò il vento, che andò via via rinforzando, raggiungendo 
il massimo fra le l'2h e le 1-1", durante il contemporaneo infuriare di 
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Fig. 2 - E s e m p i di b inodal i r eg i s t r a t e nel la pos taz ione I I . 
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F ig . 6 - Uninoda l i della p a r t e Ovest del lago (v. F ig . 5). 



P . CALOI - G . ROMUALDI M . 0 . SPADEA 

S A U 1 [VILI / ' (ni " . _ . 

v n J W 
V * 
V V V ¿ ' s r / 1 1 1 H ' ' 

C { 

E « ?\'A J 
« 

' A S I ' i t • * F A I 4 -A—F 

N 
-

4 i 

FI \ V V 

1 

V' V > 1 

* 

> > 
- I • >• 1, 1 \ ' T. ! • 

3 

V ! 
Q-tn 

V-<! 
I " N I / V « 

7 

\». ¡C 
D-R» 1 / W v V V V > , V v V ' W V ^ 

ì — 4 i ' 1 

Fig. 8 - Regis t raz ione di t r inoda l i alla base della ba ia (post. I l l ) — per iodi de l l 'ord ine di l m , 5 —, a l t e r n a t e a sesse d a zoccolo (« slielf-seiclies »). 

SflU 
ti- i i l S » - n r v 

[ 

RTIT—W 

S'vV.V.c: W v. % 'V'V/i li C^.J, 6 '' „ f. n ! f I * 

i 
5-m 

I 

r" s1 ,t W 
•t : 

f A ' i -1 «> 
i- <- ' • A ' , , c.V 

L 

>1 * 
t 

* P I N J-- -
r 

i o 

Pig. 9 - «Slielf-seiclies» e t r inoda l i alla base della ba ia (post . ITI). 
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Fig . 17 - Esempi di binodal i , r eg i s t r a t e in p ross imi tà de l l 'uninodo (postazione 3). 
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un temporale: il lago continuò ad oscillare sul ritmo di ampie uuino-
dali, di un periodo medio fra 4m,8 e 5m,0, con prevalenza di quest'ul-
timo (Figg. 12 e 13). 

Durante l'imperversare della burrasca, alle uninodali si sovrap-
posero oscillazioni di maggiore nodalità (binodali, trinodali, . . .), che 
ne alterarono a lungo la forma. Verso notte, cessato il vento, le uni-
nodali continuarono a susseguirsi pressoché pure (Fig. 14). 

Il 13 Agosto il limnografo fu sistemato all'estremo Ovest, nella 
postazione 2. Anche qui si ebbero chiari esempi di onde uninodali 
(Figg. 15, 16), fra i quali predominano i periodi dell'ordine di 5m,0, 
anche se non mancano molte oscillazioni con periodi di 4,9 minuti 
primi. 

Dalle esperienze compiute fino alla metà di Agosto, si era po-
tuto arguire che, nel lago ridotto — a differenza di quanto si era ve-
rificato nel lago a pieno invaso — l'uninodale predominava incon-
trastata. Pertanto, si poteva sperare di registrare la binodale solo 
ponendo il limnografo nei pressi dell'uninodo. Ciò che si è fat to ap-
punto nella seconda metà di Agosto, sistemando — a più riprese — 
il limnografo sulla sponda destra, nella postazione 3. Ivi il 18 Agosto 
fu possibile registrare lunghe serie di binodali, piccole di ampiezza 
ma sufficientemente pure (Fig. 17): il loro periodo è risultato, in media, 
di 3m , l . 

Come osservazione complessiva, possiamo sottolineare il fa t to che 
le uninodali osservate, coincidono praticamente con quelle calcolate. 
Per le binodali, l'accordo con la teoria — sempre buono — non può 
definirsi ottimo. Si osserva infatti che, sia per il lago completo sia 
per quello ridotto, il valore osservato supera (specie per il lago ridot-
to), in misura apprezzabile, quello calcolato. 

Ne vedremo il motivo al n. 4. 

4. - Nuova interpretazione idrodinamica dei moti liberi del lago 
di Sauris. 

L'osservazione dei moti liberi del lago di Sauris, quale è stata 
riassunta nei numeri precedenti, permette di rilevare che l'oscillazione 
binodale si presenta con un periodo nettamente superiore alla metà 
del periodo dell'uninodale. Ciò ha suggerito la possibilità di un'altra 
interpretazione idrodinamica delle autoscillazioni del lago stesso. La 
riprova si poteva avere solo dopo la ricostruzione della sezione ver-
ticale longitudinale del lago, in corrispondenza della linea di valle. 
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La Fig. 18 riproduce tale ricostruzione. Come ci aspettavamo, 
ai fini della teoria, il lago di Sauris può essere identificato con un ba-
cino avente sezione longitudinale triangolare. 

L f l q o DI ^ R l» R 

40 h i* it ìi u i* » n v \o ^<tìt ?b is ti n i< io *t u <5 n it « it ì t ) f ? 6 ) z o 

Qui conviene fare un'opportuna digressione sui moti di laghi 
con fondo rettilineo, già studiati — nei loro aspetti generali — da 
G. Ohrystal (3). Consideriamo un lago cosiffatto: se prendiamo l'ori-
gine delle x in un punto dove la profondità è li, allora la legge della 
profondità diviene li(x) = 7t(l—x/l), dove l è una costante, positiva 
o negativa a seconda che il fondo del lago è inclinato verso l 'alto o 
verso il basso nella direzione delle x crescenti. 

Abbiamo pertanto, con le abituali notazioni, 

s e i i o - n i 

Fig . 18 

f li (1 —- x/l) = u = P sin n (t — t) , 

[1] 

dove P è determinata dalla: 

d- P n* P 
[2] 

dx2 ^ (j li (1 — x/l) = 0 . 
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Trasformiamo la [2] ponendo: 

co = 2 n l (1 — xjl)1!* I (g A)1/» . 

È intanto: 

fPP _ d^P Id_co\2 dP d2 co 
dx2 d co2 \ dx) dm dx2 

Ma 

dco 2 n-l ci2 co 4 n* l" 1 
dx co g h ' d x2 g2 li- co3 ' 

La [2] diviene pertanto: 

d2P 1 dP 
— — + P = 0 

d co2 co d co 

da cui, fa t to P = Reo, ed essendo: 

ci P T ) ci R d- P d R ci2 R 
—— = R + co —— , — = 2 —— 4- co , 
d co d co d co2 « co d co2 

consegue agevolmente: 

d2 R 1 d R [ 1 \ „ 
1—, + - T~ + 1 — — -B = « • [3] a co- co a co \ co-) 

La [3] è un caso particolare dell'equazione di Bessel. 
Se Jn {co) e Y„ (co) indicano funzioni di Bessel e di Neumann ri-

spettivamente, la soluzione generale della [3] assume la forma (4): 

R = A J1 (co) + £ Y1 (co) . 

Ne segue: 

I £ co = \A Jj, (co) + B Yy (co) sin n(t — r) 
, [4] 

(«)) + - / " R X (co)) I sin « (I - T) . 
\ 2f ( co dco co d co ) 

Ora, per una delle proprietà fondamentali delle Jy (co) e (co) (5), è: 

— -^(coJy (co)) = Jo (co) , — (co Yy (co)) = Yo (co) . 
co a co co a co 
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Perciò: 

A Jo (co) + B Yo (co) sin n (t — r) . [5] 

Ai fini dell'utilizzazione delle formule [4] e [5], indicando con 
ì\. h- Js. • • • le radici positive dell'equazione Jo (z) = 0, e con j2, n. je . . . , 
le radici positive di J1 (z) = 0 (escludendo la radice j0 = 0), avremo 
approssimativamente — come si deduce dalle tavole — = 2,405, 

= 3,832, j3 = 5,520, j* = 7,016, j5 = 8,654, j» = 10,173, p = 11,792. 
js = 13,323, j» = 14,931, j10 = 16,471, ecc. 

Per grandi valori di n, jn = (2 n + 1) n/4, approssimativamente: 
cioè, questa formula dà p. es. jn = 18,064 invece del valore corretto 
18,071; così che l'errore dopo n = 11 è minore dello 0,1%. Ma questi 
grandi valori di n a noi, evidentemente non interessano. 

Per il problema all'esame, sarà bene considerare ora il caso di 
un lago simmetrico con pendenza costante fino ai due estremi (con 
sezione longitudinale avente quindi forma di un triangolo isoscele). 
Nella Pig. 19 sia OA = OA' (l = l'). 
Facciamo le posizioni: 

Fig . 19 

co = 2 n i 1—y) 1(9 h)1'2; co' =2 ni'¡^1 +-\ I (gli)1** ; a =211 (g h)1!' co' =2 n l 2 . 

Tenendo conto delle [4], [5], si giunge alle relazioni: 

co f = A J1 (co) sin n (t — t ) , 

C = 777 A Jo (co) sin n (t — r) , Z £ 
co' i' = A J1 (co') sin ii (t — T) , 

h 
C = — - , A Jo (ai ' )s in n (t — r) . 

21 
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L'equazione dei periodi si spezza in: 

Jo (n a) = 0 ; J 1 ( » a ) = 0 . [7] 

Perciò abbiamo: 

T, =4tnlljv(gh)1h (v = 1, 2, 3, . . . ) . [8] 

Si è visto che, per grandi valori di v, è approssimativamente 
jv = (2 v + 1) nH, per cui — per i grandi valori di v — 

Tv = 16 1/(2 v + l)(g hfh . [9] 

E, quando 1/2 v è trascurabile, semplicemente: 

Tv = 8 Ih (g hfh = 

= 4 L/v (g /i)1'2 , 

essendo L la lunghezza del lago. Perciò, col crescere della nodalità, 
i periodi delle sesse tendono sempre più a seguire la legge armonica 
1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . , e, in ultimo, a coincidere con i periodi di un 
lago uniforme di lunghezza doppia. 

Se vOSr denota la distanza da 0 del v.mo suo nodo in OA, con-
tando da A verso 0 (0 essendo al centro del lago ed A ad un estremo), 
e vOcr ha significato analogo per i ventri, si trova: 

1 _ iiXrjl = j l J j l = T\\T\T_X 1 < r < v 
2 / 2 2 / 2 L J 1 — vxr\l = j j j v = T"vlTZr • 

Perciò, se confrontiamo i diversi nodi della stessa sessa, le di-
stanze dei nodi dall'estremità del lago, risultano inversamente pro-
porzionali ai quadrati dei periodi delle sesse inferiori, di nodalità di-
spari. Se confrontiamo i nodi dello stesso ordine, per sesse differenti, 
le distanze dall'estremità riescono proporzionali ai quadrati dei pe-
riodi delle sesse corrispondenti. 

Per un lago rettilineo completamente simmetrico, valgono i se-
guenti rapporti: 

Ti! 1\ T3/T1 Ti/Tx T , / T i Tel Ti Ti/Ti Ti/Ti T9/T1 Tu/Ti 

0,0276 0,4357 0,3428 0,2779 0,2365 0,2040 0,1805 0,1609 0,1460 
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Per lo stesso tipo di lago, la posizione dei nodi in una metà del 
lago è la seguente: 

1 0 

2 0,6057 

3 0 0,8102 

4 0,3809 0,8825 

5 0 0,5930 

6 0,3763 . . . 

Mentre, per un lago di profondità uniforme, nella stessa metà 
la distribuzione dei nodi è: 

0 

0,5000 

0 

0,2500 

0,6667 

0,7500 

0 

. . . 0,1667 

0,4000 

0,5000 

0,8000 

Veniamo Analmente al caso che più ci interessa, quello di un lago 
a fondo rettilineo inclinato in una sola direzione, affiorante in super -

Qui vanno considerate le oscillazioni libere di nodalità pari, pre-
se in esame nel caso precedente: 

fide (Pig. 20). 

I 

Fig. 20 

[11] 
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L'equazione dei periodi è: 

Jy (n a) = 0 ; 

così che: 

Tv = 4 n l/Uv (g h)1'" . [12 

I nodi sono, naturalmente, quelli delle autoscillazioni di noda-
lità pari nella metà destra del lago completo rettilineo simmetrico, 
prima considerato. 

Analogamente a quanto si è ottenuto nel caso generale, valgono 
i seguenti confronti. 

1) - Rapporti dei periodi in un lago rettilineo semincompleto: 

Ti/Ti Tal Ti Ti/1\ Ts/Ti Tel Ti \ l\i 1\ Tel 1\ rii r/i -1-91 -L 1 Tw/Ti 

0,5462 0,3767 0,2883 j 0,2327 0,1954 0,1684 0,1479 0,1319 0,1190 

2) - Posizione dei nodi: 

1 0,6057 1 
2 0,3809 . . . j 0,8825 

3 0,3763 0,7056 0,9441 

3) - Posizione dei nodi per profondità uniforme: 

0,5000 

0,2500 0,7500 

0,1667 0,5000 0,8333 

Applicazioni al lago di Sauris. Applichiamo la teoria esposta al 
lago di Sauris. Nel nostro caso si ha, per l'intero lago: 

l = m 3970 
li = m 130 , 

per cui l'equazione dei periodi [12] diviene: 

Tv = « = ^ 1396,73 . 
lìv • 35,7 
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Ricordiamo che j2 = 3,832; jt — 7,01C; jt = 10,173, . . . Per-
tanto sarà: 

per Vuninodale: Tx = 364«,5 = 6m , l 
per la binodale: T.2 = 199»,1 = 3®,3 
perlatrinodale: T3 = 137«,3 = 2m,3. 

Il risultato non potrebbe essere più soddisfacente, sia nei con-
fronti dei valori ottenuti con il metodo di Hidaka, sia dei valori t ra t t i 
dall'osservazione. 

Per il lago ridotto, essendo: 

l = 2670 ni 

h = 89 m , 

la [12] diviene: 

T = -— 1135,62 
ÌÌV (v = 1, 2 ,3 , . . . ) . 

La fondamentale e le due armoniche superiori assumono quindi, 
per il lago ridotto, i valori: 

Oscillazione uninodale 

» binodale 

» trinodale 

Tl = 296=,3 = 94 

T2 = 161«,9 = 2m,7 

T3 = 111«,6 = lm ,86. 

Anche in questo caso, l'accordo fra teoria e osservazione appare 
ottimo. 

Per quanto concerne l 'andamento delle ampiezze, può servire 
la 2a delle [11]. Basta calcolare l 'andamento di J0 (co) per le varie oscil-
lazioni (ricordando che hA/21 è una costante del lago). Allora, 
essendo: 

2 » Z I — 
l/2 

(g hfk = n a 1 aA1 '2 

l, 

per Vuninodale si otterrà: 

/ X 1/2 \ r {• x 
n a -- Jo \ jìV 1 -

~ l ) [13] 
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dove per v = 1, = 3,832 e a; va inteso variabile da 0 ad l. 
Per la binodale (v = 2, j4 = 7,016): 

Jo (co ) = Jo 17,016 

Per la trinodale (v = 3, jt = 10,173): 

Va 

Jo (co) = Jo ( i o , 1 7 3 1 — 7 ) 

[14] 

[ 1 5 ] 

L'applicazione delle [13], [14] e [15] al lago intero (l = 3970 m) 
porta alla Tabella I , mentre nel caso del lago ridotto (l = 2670 m), 
i calcoli portano ai valori contenuti nella Tabella I I . 

I grafici relativi costituiscono le Figg. 21-22 rispettivamente (*). 

(*) P e r con f ron t a r e i r i su l ta t i o t t e n u t i con quelli dedo t t i da l l ' appl i -
cazione del m e t o d o di H i d a k a general izzato , f a t t a nel p receden te lavoro ( l), 
abb iamo r i t e n u t o o p p o r t u n o calcolare l ' a n d a m e n t o delle ampiezze della 
t r inoda le con il me todo stesso, la cui appl icazione era s t a t a l i m i t a t a alla 
b inodale . 

Nel caso m = 2, com'è s t a t o p r o v a t o da uno di noi (vedi (2), P a r t e I , 
pag . 19), l ' equaz ione dei nodi è : 

4 é i * + Q (é± , o(i Ai 
A„ 

Tenendo conto dei valor i di X cor r i spondent i alle t r inoda l i del lago 
in tero e di quello r ido t to , con il me todo esposto nel lavoro c i ta to , si o t t en -
gono pe r i r a p p o r t i I J i j e A^A^ i valor i : 

4 1 = — 8 , 2 0 3 3 0 ; A - = 12,05564 (per il lago a q u o t a 980) 

4 i = - 4 , 7 7 8 4 6 ; = 3,52873 ( » » » » 9 3 9 ) . 
o 

Con ques te coppie di valori , r isol ta la (a) nei due casi con il me todo 
delle appross imazioni successive, si o t t i ene : 

( 3% = 0,06934 3«2 = 0,35991 3s3 = 0,83109 (lago a q u o t a 980) 
( 3«! = 0,07261 3«2 = 0,38227 3«3 = 0,83993 ( » » » 939) . 

I nodi cadono quindi , per il lago a q. 980, f r a le sezioni 7-8, 22-23, 34-35, 
alle d i s tanze di ca. k m 0,79, 2,3, 3,4 r i spe t t i vamen te , da l l ' e s t remo Oves t 
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4 . 

* * * * X > * + + * ' 

+ 

X + » • * 
ri> 

.o II >I N '.B + J; JI 3 F H J1 ! 6 U H JJ J) 10 Ii *i * iU 1 IS 7 fa 5 4 •> 2 
• * 4 X „ 

* " " " 

* * 

_ aap 

(V80) 
Cwwe dtll*. a/mpieiie 
. «nnodott 
+ bmoda« 
* tunodait 

Fig . 21 

+-I 

+05i 

, i i 1 . i . . ' ' . • . • • • i — ¡2i !fc 35 Jl, Ii ja 11 20 il HS <1 ° 14- <1 • HO } 
H ° t 

Lacp di Oaui-ti. 
( ĉ  939] 

Cuampiezze 
o u-tiifiodaEe 
+ bn\odait 
A tunoolflfc 

b 5 4 3 2 -10 

0 H°0 TT» 

Piff. 22 
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Com'era da attendersi, la posizione dei nodi, ottenuta con questo 
metodo, differisce alquanto da quella fornita dall'applicazione del me-
todo di Hidalca. Ciò si spiega col fa t to che, specie per il lago completo, 
la parte orientale del bacino differisce notevolmente dal caso ideale, 
a motivo delle numerose, ampie insenature. 

5. - Conclusioni. — L'osservazione conferma l 'attendibilità dei 
risultati del calcolo, che, per quanto riguarda i periodi, ha condotto 
a valori pressoché coincidenti, pur nella diversità dei metodi usati. 

Tenuto conto della superfìcie esterna dei laghi completo e ridotto, 
si può ritenere che — approssimativamente — nel passaggio dal lago 
completo al lago ridotto, il bacino ha perduto circa 52 milioni di m3 

d'acqua (dei 70 milioni a bacino pieno). Il periodo dell'uninodale è 
diminuito da 6m,2 a -im,9 circa. Non è detto che ciò debba necessaria-
mente verificarsi sempre. Infat t i , come mostra la teoria, i periodi sono 
direttamente proporzionali alla lunghezza e inversamente propor-
zionali alla radice quadrata della profondità del bacino. Prescindono 
cioè dalVentità della massa liquida. Una diminuzione di questa può 
addirittura condurre ad un bacino ridotto con periodo maggiore del 
corrispondente bacino intero: basta che la diminuzione di li sia pro-
porzionalmente maggiore di quella di l. 

Nel caso specifico, e nell'ipotesi della validità del secondo metodo, 
il rapporto dei periodi dell'uninodale, per lago completo (h) e lago 
ridotto {Ir) vale: 

U j h r _ 3970 V&T o 3 

Ir Jh, ~ 2670 ^ i^O ' 5 

del lago; per il lago a q. 939 f r a le sezioni 4-5, 13-14, 21-22, alle d i s t a n z e 
di k m 0,45, 1,37, 2,12 r i s p e t t i v a m e n t e , s empre c o n t a t e da l l ' e s t r emo Ovest 
del lago (Fig. 1 ). 

Pe r q u a n t o concerne l ' a n d a m e n t o delle ampiezze, esso si deduce for -
m a l m e n t e — nel caso m = 2 — dal 1° m e m b r o delle [a]: 

( -_= 48,22256 z3 — 60,77682 z2 + 18,40660 2 — 1 (lago a q u o t a 980) 

( = 42,90100 z3 — 55,54857 z2 + 17,58188« — 1, ( » » » 9 3 9 ) , 

sos t i tuendo alle z i valori che esse assumono nelle var ie sezioni. 
L a p r i m a r iga delle [/3] cont iene gli zeri per f " a q. 980, men t r e la 

seconda cont iene gli zeri per f " a q. 939. 
I r i su l t a t i dei calcoli sono r i a s sun t i nella Tabel la I I I , m e n t r e le Figg. 23 

e 24 ne forniscono il grafico. 
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cho coincide appunto con il rapporto 6,1/4,94 dei rispettivi valori 
calcolati (ed osservati). In ciò si ha una nuova riprova della validità 
delle teorie idrodinamiche, di cui ci si è serviti. 

5,00 ^ 

- 3,00 

2,00 

Fig. 23 
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T a b e l l a I 
Lago di Sauri« \ f = m n I l = 3970 m 

X 
Uninoda le Binodale Tr ino dale 

o X 
N 

m Jo (3,832 |' 1 — y ) J„ 7̂,016 j/1 — ^ J0[ 10,173 1 y^ 

0 0 1 —0,4028 + 0,3001 -0 ,2497 
1 70 .991 —0,4026 + 0 , 2 9 9 6 -0 ,2486 
2 170 .979 —0,4014 + 0,2969 -0 ,2439 
3 270 .965 —0,3992 + 0,2910 -0 ,2338 
4 370 .952 —0,3960 + 0,2831 -0 ,2200 
5 470 .939 —0,3918 + 0,2726 -0 ,2021 
(i 570 .925 —0,3859 + 0,2585 -0 ,1786 
7 670 .912 —0,3794 + 0,2433 -0 ,1532 
8 770 .898 —0,3713 + 0,2238 -0 ,1224 
9 870 .884 —0,3625 + 0,2022 -0 ,0872 

10 970 .869 —0,3507 + 0,1765 -0 ,0498 
11 1070 .855 —0,3390 + 0,1506 -0 ,0077 
12 1170 .840 —0,3253 + 0,1201 - r0 ,0296 
13 1270 .825 —0,3094 + 0,0881 - -0 ,0712 
14 1370 .809 —0,2921 + 0,0520 -0 ,1144 
15 1470 .794 —0,2743 + 0,0172 - -0 ,1531 
16 1570 .778 —0,2532 —0,0211 -0 ,1911 
17 1670 .761 —0,2302 —0,0622 -0 ,2268 
18 1770 .744 —0,2055 —0,1034 - -0,2566 
19 1870 .727 —0,1793 —0,1443 + 0,2791 
20 1970 .710 —0,1516 —0,1837 + 0,2937 
21 2070 .692 —0,1209 —0,2238 - -0 ,3000 
22 2170 .673 —0,0783 —0,2632 -0 ,2958 
23 2270 . (¡54 —0,0513 —0,2987 - 0,2802 
24 2370 .635 —0,0145 —0,3309 -0 ,2537 
25 2470 .615 + 0,0251 —0,3584 -0 ,2145 
26 2570 .594 + 0,0686 —0,3810 + 0,1623 
27 2670 .572 +0 ,1148 —0,3962 -0 ,0976 
28 2770 .550 + 0,1609 —0,4026 + 0 , 0 2 5 3 
29 2870 .526 + 0,2146 —0,3990 - 0 , 0 5 8 5 
30 2970 .502 + 0,2679 —0,3830 -0 ,1420 
31 3070 .476 + 0,3261 —0,3526 -0 ,2276 
32 3170 .449 + 0,3858 —0,3066 - 0 , 3 0 4 4 
33 3270 .420 + 0,4497 —0,2414 -0 ,3656 
34 3370 .389 + 0,5170 —0,1550 -0 ,3996 
35 3470 .355 + 0,5884 —0,0434 - 0 , 3 9 2 8 
36 3570 .317 + 0,6586 + 0,0971 - 0 , 3 2 6 5 
37 3670 .275 + 0,7410 + 0,2647 - 0 , 1 8 4 1 
38 3770 .224 + 0,8244 + 0,4716 - 1-0,0670 
39 3870 .198 + 0,9103 + 0,7154 + 0,4512 
40 3970 0 + 1 + 1 + 1 
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T a b e l l a I I 

Lago di Sauris ! f = Jl™ m 
° l l = 2670 m 

S
ez

io
ni

 

X 

m 

U n i n o d a l e B i noda l e T r i n o d a l e 

S
ez

io
ni

 

X 

m l ' - f S
ez

io
ni

 

X 

m l ' - f (3,832 ) / l — f ) J„(7,01G | / l — y ) ./o ( lO, 173 | / 1 — y ) 

0 0 1 —0,4028 + 0,3001 —0,2497 

1 70 .987 —0,4023 + 0,2988 —0,2475 

2 170 .967 —0,3994 + 0,2921 —0,2356 

3 270 .948 —0,3947 + 0 , 2 8 0 0 —0,2149 

4 370 .928 —0,3872 + 0,2617 —0,1840 

5 470 .908 —0,3773 + 0,2377 —0,1447 

6 570 .887 —0,3643 + 0,2071 —0,0960 

7 670 .865 —0,3475 + 0,1692 —0,0391 

8 770 .844 —0,3287 + 0,1283 + 0,0185 

9 870 .821 —0,3055 + 0,0791 + 0,0821 

10 970 .798 —0,2745 + 0,0266 + 0,1430 

11 1070 .774 —0,2544 —0,0309 + 0,2001 

12 1170 .750 —0,2145 —0,0889 + 0,2468 

13 1270 .724 —0,1708 —0,1512 + 0,2823 

14 1370 .698 —0,1313 —0,2115 + 0,2991 

15 1470 .671 —0,0832 —0,2671 + 0,2946 

16 1570 .642 —0,0283 —0,3195 + 0,2633 

17 1670 .612 + 0,0313 —0,3621 + 0,2077 

18 1770 .581 + 0,0958 —0,3911 + 0,1251 

19 1870 .547 + 0.1688 —0,4027 + 0 , 0 1 5 1 

20 1970 .512 + 0,2458 —0,3911 —0,1074 

21 2070 .474 + 0.3305 —0,3497 —0,2338 

22 2170 .433 + 0,4210 —0,2726 —0,3413 

23 2270 .387 + 0,5424 —0,1491 —0,4005 

24 2370 .336 + 0,6266 + 0,0249 —0,3674 

25 2470 .274 + 0,7428 + 0,2688 —0,1799 

26 2570 .194 + 0,8665 + 0,5878 + 0,2391 

27 2670 0 + 1 + 1 + 1 
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T a 1» e 11 a, I I I 

T R I N I ) D A L E 

Q u o t a 9 8 0 Q u o t a 9 3 9 

Sezioni Ax 
m C " Sezioni Ax 

m C " 

0 0 —1 0 0 —1 
1 100 —0.95774 1 100 —0.84934 
2 200 - 0 . 8 3 5 3 4 2 200 —0.60702 
3 300 —0.69685 3 300 —0.33349 
4 400 —0.58882 4 400 —0.11712 
5 500 —0.45077 5 500 + 0.11527 
6 600 —0.27581 6 600 + 0.32914 
7 700 —0.13217 7 700 + 0.50396 
8 800 + 0.00610 8 800 + 0.60764 
9 900 + 0.12563 9 900 + 0.63953 

10 1000 + 0.24401 10 1000 + 0.59475 
11 1100 + 0.35790 11 1100 + 0.49999 
12 1200 + 0.45365 12 1200 + 0.36905 
13 1300 + 0.53915 13 1300 + 0.16967 
14 1400 + 0.59590 14 1400 —0.07040 
15 1500 + 0.62867 15 1500 —0.37821 
16 1600 + 0.63537 16 1600 —0.66052 
17 1700 + 0.62023 17 1700 —0.92631 
18 1800 + 0.58536 18 1800 —1.22304 
19 1900 + 0.51920 19 1900 —1.16364 
20 2000 + 0.42460 20 2000 —0.77446 
21 2100 + 0.30044 21 2100 —0.19622 
22 2200 + 0. L5744 22 2200 + 0.69452 
23 2300 —0.00890 23 2300 + 2.08029 
24 2400 —0.20412 24 2400 + 2.86468 
25 2500 —0.40884 25 2500 + 3.41056 
26 2600 —0.61385 26 2600 + 3.73307 
27 2700 —0.83853 27 2670 + 3.93431 
28 2800 —1.05293 
29 2900 —1.25052 
30 3000 —1.41945 
31 3100 —1.45233 
32 3200 —1.17453 
33 3300 —0.71450 
34 3400 —0.16979 
35 3500 + 0.45439 

i 36 
i 37 

3600 + 1.29837 i 36 
i 37 3700 + 3.19061 
f38 3800 +4 .21746 
¡"39 3900 + 4.63543 
"40 3970 + 4.85234 
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Qualora il rapporto y risultasse inferiore all 'unità (ciò che 

avverrebbe effettivamente per lr = k), allora alla diminuzione del 
livello nel bacino corrisponderebbe un aumento del periodo delle oscil-
lazioni proprie della massa d'acqua. 

Poiché i bacini naturali in genere, e quelli artificiali in partico-
lare, col tempo, vanno lentamente insabbiandosi per il continuo 
apporto del materiale d'erosione trasportato dagli immissari, a pa-
rità di livello e di forma della superficie esterna, ci si deve attendere 
un progressivo aumento dei periodi propri dei bacini lacustri. 
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