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RIASSUNTO. — Dopo aver richiamato le equazioni utilizzate per lo 
studio delle sesse dei laghi, in questo lavoro sono stati studiati i modi di oscil-
lazione di quattro bacini artificiali ubicati in Valle d 'Aosta (Place Moulin, 
Beauregard), nel Cuneese (Piastra) e nel bacino idrico del fiume Adda (Alpe 
Gera). 

Valutati i periodi col metodo di Hidaka, essi sono stati raffrontati con 
quelli desumibili da laghi di forma geometrica particolarmente semplice. 

Si è infine eseguita l ' integrazione numerica dell'equazione di Chrystal 
e si è provveduto al tracciamento delle ampiezze per le varie nodalità median-
te un plotter direttamente collegato al calcolatore. 

SUMMARY. — Af ter reviewing the equations used for the study of the 
seiches of lakes, in this work the types of oscillation of four artificial lakes 
situated in the Aosta Valley (Place Moulin, Beauregard), in the Cuneo 
area (Piastra) and in the Adda river (Alpe Gera), reservoir have been 
studied. 

The periods valued with Hidaka's method have been compared with 
those obtained from lakes of very simple geometrical form. 

Finally the numerical integration of Chrvstal's equation has been 
calculated and the amplitudes corresponding to the various nodes were traced 
by a plotter, directly linked to the calculator. 

1. - N e l presente l a vo ro si è esaminato il c ompor tamento di al-

cuni lagh i art i f ic ia l i ne i r iguardi del le osci l lazioni propr ie indo t t e da 

cause natural i eli va r i o genere ( vento , var iaz ion i d i pressione atmosfe-

rica, sismi ecc.) . 

T a l i bac in i art i f ic ial i presentano, r ispetto ai laghi natura l i l ' in-

discutibi le v an tagg i o di una ba t imet r ia in genere assai ben conosciuta 

e la possibi l i tà di un contro l lo sper imentale a d iverse quote , cosa pra-
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ticamente impossibile nei bacini naturali le cui escursioni eli livello 
sono ridottissime rispetto alle profondità. In figura 2 sono rappresen-
tate le curve normali di quattro laghi, oggetto di questo studio. 

Da un punto di vista teorico il problema può essere affrontato 
ricorrendo ad uno schema di fluido perfetto; l'equazione del moto e 
di continuità permettono allora, unitamente alle condizioni ai limiti, 
di determinare i modi ili oscillazione e l'andamento delle ampiezze, 
in alcuni casi di semplice forma geometrica del lago. Quando invece 
il bacino si presenta con andamento planimetrico e altimetrico parti-
colarmente irregolare, occorre procedere in modo leggermente diverso 
come richiamato rapidamente al punto 2°) del paragrafo successivo. 

2. - L'equazione del moto e l'equazione di continuità, nell'ambito 
dello schema indicato al numero precedente, si scrivono 

„ J Ü L + * £ = 0 
y Dx ì>t2 

b ri + = 0 
' ìix 

da cui eliminando £ o r/ si ricava 

a2 f ü 
— = q 

, ì>2 ri û 
b = q -

ôi2 J ìx 

1_ j> (Q f ) 

b ~òx 

Ü 

ìx 

[1] 

[2] 

[3] 

[4] 

Se ad esempio d lago è di sezione trasversale rettangolare e b 

è costante, dada [3] si ottiene 

ô2 f 52 ( fc f ) 

cioè 

Ô«2 g òx2 

= g li a«2 

Elenco dei simboli 

A superficie del lago 
a lunghezza del lago 
b larghezza del lago in superficie 
h profondità massima di una se-

zione (in quiete) 
Ci sezione trasversale del lago (in 

quiete) 

s (x) superficie parziale del lago fino 
all'ascissa x 

a curva normale del lago 
\ spostamento orizzontale 
T] spostamento verticale 
n, T frequenza e periodo 
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Ricerchiamo una soluzione ponendo 

h f = P(x) sin 2nnt. 

Allora P(x) deve soddisfare all'equazione 

d2 P in2 n2 

dx2 gh 

Se ad esempio è (fig. 1) 

P = 0. [5] 

h = ho 

Fig. 1 - Lago con profondità linearmente variabile. 

l'equazione [5] diviene 

d2 P in2 n2 a 

dx2 g ho x 
P = 0 

e se si pone ancora 4 n2 n2 a/gho = K~, l'integrale generale della pre-
cedente si scrive: 

P = V x [AJi{2 K 4x ) + J S I i ( 2 i V x )] [6] 

avendo indicato con J e Y le funzioni di Bessel di prima e seconda 
specie. 

Poiché in genere non nullo, non è comunque mai oo, è certo 
B = 0, per cui la [6] si riduce a 

P = A Ji (2 K ^fcc ). 

Se il lago termina con una parete verticale (cioè praticamente col 
parametro di monte di una diga a gravità), risulta 

hi = 0 per x = a 
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ed è possibile allora ricavare le frequenze di oscillazione corrispondenti 
ade diverse nodalità. Si ha: 

2E*] a = gu [7] 

avendo indicato con ou gli zeri della funzione Ji e cioè mi = 3,832; 
QI2 = 7,016 . . . ecc. 

Dada [2], per il caso considerato, cioè Q = b li, con b = cost, si 
ricava 

3 (h f ) 

cioè 

àP 
n = — sin 2nnt —-— . 
' ax 

La derivata che compare a secondo membro vale manifestamente 

(a meno di una costante) Ja(2K x). Quindi la posizione delle linee 

nodali corrisponde a 

2K x = QOÌ 

con K determinato dalla [7] e in cui oot rappresenta gli zeri della fun-
zione J 0. 

In modo analogo si può procedere per bacini di sezione rettango-
lare, con profondità costante e larghezza linearmente variabde da 
0 a b0 operando sulla [4]. 

In questo caso la relazione che permette di determinare i periodi è 

T,= 2 n a 

V glia QU 

Anche in questo caso i periodi stanno nei rapporti degli zeri del-
la funzione Ji. 

Ma è facde comprendere che affrontare per questa via d problema 
di determinare le sesse in un lago naturale è praticamente impossibde. 

Si riprenda adora la [3], la si moltiplichi per Q e si ponga 

Q b = a (curva normale del lago) 
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u = £Q 

si ottiene: 

32 u c)2 u 

con 

s = J b dx. 

0 

Ammesso ora che u sia rappresentabile da una serie del tipo 

u = 2 fi(s) sen wi t 

si deve avere 

d2 fi 4 TE2 

ff ¿ ¡ r + J t J f i = = 

se poi in particolare si pone 2 = — (A = area totale del lago) e 
A 

, in2 A2 

/• = si ha 
9 T-

d ' ' • 1 / - . m dz2 a(z) 

cui vanno associate le condizioni ai limiti 

/ = 0 per z = 0, 2 = 1. 

L'utilizzazione della [9] può avvenire per diverse vie. 
1°) Se la funzione a(z) è abbastanza semplice, essa può essere 

integrata direttamente. 
Così ad esempio se a(z) è del tipo K0 zm, l'equazione [9] diviene 

(P f , E 

dz2 zm 

Essa ha come integrale generale 

- / = 0 (A'i = A/JTo). [10] 

2 — m 
1 = J7x . . ) [ii] v 2 TO \ 2 TO 
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avendo indicato con Z una combinazione lineare dede funzioni J e Y. 

Le condizioni ai limiti (f Q finito) consentono poi di utilizzare 
il solo integrale particolare I . 

Se ad esempio il bacino in studio è a profondità e larghezza li-
nearmente variabili, si ha 

7 7 X 

II = fio — 
a 

b = bo — 
a 

C, ® -, i „ s = — dx = — a;2 

) a '2 a 
o 

1 òo 2 x^ 
2 a boa a-

7 X 1 1 X ì 

a = a ho — bo . 
a a2 

ove a dipende dalla forma della sezione trasversale del lago (a = 1 
per la rettangolare, a = 1/2 per la triangolare, ecc.), e quindi 

a — alio bo- z3/2. 

Così per un lago a sezione rettangolare Ki risulta 

1 
g T2 ho bo2 

3 
e l'equazione determinatrice dei periodi e, essendo m = — , 

1 S/El = Q2( 

avendo indicato con o2i gh zeri deda funzione I2 , integrale particolare 
deda [10] per d caso in esame. 

Per fare un esempio numerico, se si assume 

ho = 50 m, b0 = 300 m, a = 1800 m 
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poiché è 

Q21 = 5,136 

Q22 = 8,417 

i corrispondenti periodi risultano 

1\ = 4 • A = 221 sec 
Q21 V g ho b-o 

4 • 2 n • A 
T2 = - = = - = 134 sec 

Q22 \l (J llO bo2 

2°) Se la curva normale non è facilmente esprimibile, conviene 
ricorrere al metodo di Hidaka, ben noto e sul quale non ci soffermiamo. 

Richiameremo soltanto che gli autovalori della equazione [9] ren-
dono stazionario l'integrale 

J \ ìz I C(z) ' 
dz [12] 

in quanto la [9] può essere interpretata come equazione di Eulero 
della [12]. 

I l metodo di Ritz applicato alla [12], assumendo per / l'espres-
sione 

/ = 2 at (1 — z) z> 

conduce allora alla determinazione degli autovalori Ai, fa • • •, cui cor-
rispondono i periodi Ti, T2 • • • 

Nello sviluppo dei calcoli intervengono integrali del tipo [13], che 
vedremo nel paragrafo successivo, in genere eseguibili numericamente. 

3. - Quanto detto al paragrafo 2 è stato applicato a quattro ba-
cini artificiali, di batimetría ben nota. 

Di ciascuno di essi riportiamo in allegato la curva normale, l'an-
damento delle profondità e della larghezza in superficie, (Eigg. 2,3,4,5) 
mentre le caratteristiche principali sono riportate nella Tabella I. 





CARATTERISTICHE IDRODINAMICHE DI AL C UNI LAGHI A R T I F I C I A L I 399 

Tabella I 

Lago K 
m 

K 
111 

a 
m 

A 
m2 

Piastra 56 406 1800 4,59- IO5 

Place Moulin . . . 130 501 4000 1,63-IO6 

Beauregard . . . . 85 316 4320 1,49- IO5 

Alpe Gera 100 500 2450 1,08-IO6 
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Nella Tabella I I abbiamo riportato i valori degli integrali 

1 

In = 
(1 —z)2 zn+2 

dz [13] 

calcolati numericamente, non essendo stato agevole esprimere la a(z) 

per via analitica. 

Tabella I I 

Lago Io h h h /4 

Piastra . . . 174,509 1 11,688 78,779 58,952 45,903 io-8 

P. Moulin . . 331,490 209,433 143,272 112,954 90,425 io-11 

Beauregard . . 414,792 256,223 178,495 132,054 101,292 io-11 

Alpe Gera . . 313,552 226,159 177,955 146,209 123,055 io- j l 

Se si utilizzano solo i primi tre integrali, il metodo di Hidalca for-
nisce i periodi della uni- e binodale; con cinque integrali si ha anche il 
valore della trinodale. 

Nella Tabella I I I sono riportati i valori anzidetti, corrispondenti 
ai due gradi di approssimazione. 

Tabella I I I 

Lago T\ T* t3 TJ7\ TJT, 
sec sec sec 

228 103 0.451 
Piastra 

230 120 62 0,521 0,269 

351 171 0,487 
P. Moulin 

0,487 

358 210 98 0,586 0,274 

355 179 0,504 
Beauregard 

0,504 

358 185 119 0,518 0,333 

250 100 0,400 
Alpe Gera 

0,400 
Alpe Gera 

266 112 55 0,420 0,208 
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4. - In relazione al particolare andamento della curva normale 
dei laghi della Piastra e Place Moulin, e all'andamento abbastanza 
regolare dede profondità, abbiamo fatto un confronto tra i periodi 
trovati e quelli di un lago con andamento dede profondità lineare da 
ho a 0 e larghezza costante. Un lago siffatto presenta ovviamente 
una curva normale lineare. 

Per un lago di questo tipo abbiamo visto che la relazione deter-
minatrice dei periodi è la [7] tramite la quale abbiamo calcolato i va-
lori riportati nella Tabeda I V e che sono in buon accordo con quelli 
della Tabeda I I I , almeno per quanto riguarda i periodi dede uni- e 
binodali. 

Tabella I V 

Lago T2 T3 TJTX TJT, 

Piastra 251 137 94 0,545 0,376 

P . Moulin 367 200 138 0,545 0,376 

Per gli altri due bacini è assai più difficde rifarsi ad un lago di 
forma semplice che presenti analogia di comportamento. 

Si consideri a titolo orientativo un lago di larghezza costante, 
della stessa superfìcie, di pari lunghezza e pari andamento dede pro-
fondità (si è assunto in entrambi i casi h = c a-1''2). 

Con riferimento ai dati del bacino di Beauregard si ha 

A = 1,495520 • IO6 m2 

a = 4320 m 

ho = 85 m, 

la larghezza equivalente bo risulta 

A 
bo = — = 346 m. 

a 

La curva normale, in base ade ipotesi fatte ha l'espressione: 

a(z) = Ko zh con Ko = bo2 ho = 1,017 • 10' m3. 
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Dalla [11] si deduce l'equazione risolvente dei periodi | m — — \ 

— J K I = e2/3_ t 

ovvero 

£ 2 TI A _1 

3 V f f ^ ^ ^ ~ 1 

poiché gli zeri della funzione valgono 

p., = 3,3750 e2/3, i 

p„, = 6,5297 

i corrispondenti periodi risultano 

Ti = 371 sec 

T2 = 191 sec 

con un rapporto Ta/Ti pari a 0,516 e in buon accordo con i dati 
della Tabella I I I . 

Lo stesso criterio, applicato al lago di Alpe Gera, e sempre nella 
ipotesi di curva delle profondità di andamento 

fi = e x1'2 

ha portato a valori invece assai diversi rispetto a quelli della Ta-
bella I I I e precisamente 

Ti = 194 sec 

Ti = 100 sec. 

Tale discordanza era peraltro prevedibile a priori, in quanto col 
metodo di Ilidaka si era ottenuto T-zjTi = 0,42 (v. Tab. I l i ) contro 
il valore 0,516 cui ci avrebbe condotto un calcolo analogo a quello 
fatto per il bacino di Beauregard. 

Non è quindi agevole riportarsi a laghi di forma semplice che 
oscillino con periodo analoghi a quelli di bacini naturali. 
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Qualora questo fosse possibile, come per il caso elei lago di Beau-
regard, resterebbero poi in genere grosse discordanze neda posizione 
delle linee nodali, sicché sembra più logico procedere come indicato 
al paragrafo seguente. 

5. - Un altro modo di affrontare il problema, può essere quello 
di integrare direttamente la [9] scrivendola ade differenze finite 

/-+ 2 = 2 fn+1 —U — (A zy- /n+1 [14] 

suddividendo l'intervado 0 -M di variazione (leda « in un numero 
conveniente di passi. 

In una prima fase possono essere ricercati gli autovalori X con-
trollando che sia / = 0 per z = 1; successivamente tenuto presente 
che la sopraelevazione massima in ogni sezione risulta, per la [2], 

4-fM ™ 
dad'andamento di si può desumere la posizione dede linee nodali. 

I l calcolo è stato condotto con un elaboratore elettronico Hewlett-
Packard e relativo plotter, assumendo ned'intervallo 0 -f 1 un passo 
di integrazione pari a 1/1000. 

I periodi ottenuti, riportati nella Tabella V, mostrano una buona 
concordanza con quedi della Tabella I I I , che discendono dad'appli-
cazione di quanto indicato al paragrafo 2, punto 2°); gh scarti di-
vengono però assai sensibili per le trino (lab, presumibümente per una 
lenta convergenza del metodo di Hidaka. 

Tabella V 

Lago Ti T2 T.3 T J T i TJ T i Lago 
sec sec sec 

Piastra 231 127 91 0,549 0,393 

P. Moulin 371 229 149 0,617 0,401 

Beauregard 355 180 134 0,507 0,377 

Alpe Gera 284 128 87 0,450 0,306 



Fig. 10 - Lago di Alpe Gera - Andamento delle ampiezze per le varie nodalità. 

- Lago della Piastra - Andamento delle ampiezze per le varie nodalità. 

-0,5 • 

Fig. 8 - Lago di Place MouJin - Andamento delle ampiezze per le varie 
nodalità. 

- Lago di Beauregard - Andamento delle ampiezze per le varie nodalità. 

Fig. 7 

-1,5 • 
Fig. 9 
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Per i laghi della Piastra e P. Moulin l'accordo è migliore (anche 
per le trinodali) con i dati della Tabella IV , ottenuti approssimando 
l'effettiva curva normale dei due laghi ad una retta. 

La conferma qualitativa la si è avuta dad'andamento dede am-
piezze che risulta molto simde a quedo di un lago con a (z) rettilinea. 

Nello svolgimento dei calcoli si è poi riscontrata la necessità, 
qualora la curva normale presenti in alcuni tratti ordinate assai mo-
deste (caso del bacino di Alpe Gera) di raffittire notevolmente il passo 
di integrazione. 

L'andamento delle ampiezze per le uninodali, binodali e trinodali 
è riportato in nelle figure 7 8, 9,10. 
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