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RIASSUNTO. - Qucst.a riccrca è un t.entatiyo di spicgart' l'esistenza 
aelle righe usservat.e nello spettro delle oseillazioni libere (Iella 'l'erra llUn 
ident.ificabili cun righc preyi~t.e per i mOt1elli più attendibili. 

Prima si stUilia il eomport.ament.u nun lineare degli strument.i di 
misura e la loro intt'razione (~ol fenumeno; e si vede che quest.a illteraziulle 
non potrebbe causare le righe anomale ma, al più un aliargalllellt.o delle 
righe osservate. Pui si st.uùiano i fenomeni non lineari nel easo delle oscil· 
laziuni pU!"alllellt.e rallirui e si vede che per determinare i paramet ri ela.~t.i(·i 

che (~aratterizzallo il eompurt.alllellt.u ILOIL lilleare ùel campo, Rono neeessarie 
molte più informazioni ehe per i parametri lilleari; si suggeriscc inoltrc \ilI 
metodo per il calcolo di questi paramet ri eli ÌlLfilLe si lliscut.e la possibilità 
di osservare quest.i Ienomelli nelle oscillazioni libere della Terra. 

SU)1M .... RY. - Tn this paper we attel1lpt. tu explain t.he lines ollseryed 
in t.he spect.rum of t.he free modes of the Earth whieh caJmut Ile identifieù 
wit.h BlUse ui t.he illUSi. probab1c models. 

l<'irst we study thc nun lilLear Ilehaviour of the illst rumellt.s awl their 
illtt'raetiOll with the phellomellull; we scc t.ha i. this interaction (~annot caUSl' 
the anomalous lines, but at most, a thiekenillg ui t.he ubserved lines. 'l'hen 
we stmly the llUn lillear phenomt'na ill the purely radiai Illuùe!!-, allù we see 
t.hat, t.o detel"luÌne the elast.ic parameters whieh earacterize the nun lillear 
Ilehaviour of the field, we lIeed more infonnation t.han in the eMe ui BIC 
paramet ers of the linear case; we suggest. t.hcn a methoù for t he eOlllpu· 
t ation of t.hese paramet.ers allii finally, we diseuss thc possihilit.y t.o ohserve 
the.~e phellulllclla ilL t.he free moùes of the Eart.h. 

(*) Istitut.o di Fisica e Ist.ituto di Geodesia - Università (li Bulugua . 
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L'analisi ~pettl'nle delle mwilluziolli liI>Cl'e della Tel'1'H Ill()~tl'a l'c~i­

stenza 4li l'i~dl{l non i41enti!kabili r~()ll quelle Ill'CY1ste (lalla teoria e 
l'he pOf\~()]lO essere (lOYllLe alla inLcl'HlIionc (li dilTel'enti mOlli delle mwil­

hlllioni libere, {'HlIHaLe (~ioè da fenomeni non lineal'i. 
~ebbene vi siano motivi ("'), primo fm tntti la pi('('olellzn (Ielle 

deform azioni all'interllo (Iella Tel'm, pel' seal'b~l'e l]lIesL)1 ipotesi, e ('·011-
silleml'e queste nuuve righe spettmli alla flLcf\fm stl'ej.,'1.t.'t dpllc a.ltl'f', è 
11m sempre yalilla· l'analif\i (Iella po:-;~ihilitù. di esist.emm (li qnesti re­
nOIlHmi e'~ ). 

Un altro motivo 1'11e permetterehhe di f\piegnl'c la pl'Cf\enza (li 
queste 1'ighe, potrebbe essere tu pel'tnl'iJazionc apportata alle ()~f!eI'Ya­

zioni (lagli stnunenti (li mis\U'a (,1m potrebbero ('om}JOrtarsi non linear­
meJLte. La ])ref\Cnte indagine port~l ad esdudere quest'ultillUl possihi­
lih~ e a l'OJL~i(lemre improbabile la primu, 

T,e diffkolb\ inerenti lo studio dei fenomeni non lineari sono sia 
1hi('he ('he matemati('he. Sorge infatti il problema della interpretazione 
fisi('a (lei fenomeni nella regione (Iella non linearit:'~ dle è resa aw'om 
più (lilli('oltmm per la l'arenlW di (lati sperimentali, I tentativi finora 

intl'aVI'f'~'li tendono all'enunl'ial'.ione (li leggi fiRkhe l'lle, al limite (lel­
l'app!'ORkimazione lineare, si ri(lul'ono alle leggi j.,.-iù. note. Questa peJ'ò 
è solo lUUI l'owlizione neeessaria ma non suffi('iente afJÌJH'h(~ una teoria 
non lineare sia ('onsitleruta va.!i(la. Nel ('ampo (lPila elasti('ih~ (Iella 
't'elTa, gli spo~tmnenti sono tulmente piN'oli d\C nulla si può alwora 
dire eir('a i parametri elastil'i dci materiali nella rej.,'ione (li nonlinearitù., 
l'Cl' quanto la teori~~ qui sviluppata fOl'llis(··u un met,odo IWI' il (·ukolo 
dei pal'Hmetl'i ('he ('umttel'izzano al se('oJl(lo or(lilW il ('omportauwnto 
di lln ('ampo elasti('o. 

Nella teoria inlinitesimale (Iella elastil'itù., si fu l'ipotesi dle le 
deformazioni (lei l'Ul'pi siano pierole. Questo sij.,'lLifi(·a. ('he lu variazione 
(Ielle distanl'.e lÌ pi('('ola rispetto ulle distanze stesse; in altri termini 
gli allungmnenti relativi ~ono tali eJw: 

[1.1] 

In tal r~aso, tutte le ('omponenti (lei tensore di deformal'.ione elle (le· 
terminano le variazioni relati\'e di ltmghel'.za, suno pure pi('('ole rispett.o 
all'unità. 
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In base a queste ipotesi, i fenomeni elastiri sono regolati essen­
ziahnente clalla legge di Jlooke elle stabilisce la propol'zionalitù, fra il 
teJl,~ore degli sforzi e quello delle defol'luazioni. Quanclo le defOl'mazioni 
dei ('orpi non si pO~flono più ('oll~iderare pi(,l'ole, la legge di Hooke 
non è più valida efli'ienclo ne('eflsario tenel'e in l'onsidemzione an('lte i 
termini tli ordine superiore al primo nelle ('omponenti tlel ten,~ore (U 
deformazione. 

l~e diffil'oltà di ordine matematir'o ('onsistono essenziahnente nel 
fatto (·lte le equazioni del moto, eflflelHlo non line:ll'i, non godono del 
pl'ineipio di sovmpposizione. Le wluzioni cli queste equazioni ('outell­
gono delle funzioni elw des('rivono il eomportamento ('osiddetto anal'­
moni('o del mezzo eia stil'o e sono eamtterizzate clalle Creqllenze di 
(··om binazione. 

T,a teoria delle deformazioni finite sviluppata dal l\lul'llaghan (') 
è lUlO sviluppo rigoroso della teoria della elasti('ità in ('ni non ~i impone 
al('\lJU\ restrizione alla gl'andezza della deformazione. T~a teoria l' for­
llLalmente esatta, ma, in pratiea, 80l'gOlW delle limitazioni poi('hl' nulla 
si sa sui valori dei ('oeflic-ienti cli Ol'dine supel'iore al se('ondo ('he (·on· 
paiono nello sviluppo della energia di defol'llUizione in funzione della 
deformazione ste~sa. 

C'ome fii vccle, la gnllldezza l'he stabilis('e se un mezzo elastieo 
ammette o no un ('omportamento non lineare ù la deformazione del 
mezzo stesso. l'N la Terra il flUO valore è ':::' 10-' e, di ('onSe~I'lLellZa, 

al se('olldo ordine Ù ('osì pie('olo ('Ile diffic-ilmente potnì. fomire al ter· 
mine non lineare delle o::willaziolli libere llll'ampiezza osserva bile. 

In 'l'ab. I i'iono elen('ati alc-lUli modi relativi ai fenomeni i'iismit'i 
re.f:,oistrati durante il telTemoto del Cile del 19HO e dell'Alaska del 19G-l-, 
fra i quali ve ne flono aknni l)(ll' i quali il stato suggel'ito Ull fellomello 
di interazione. )1a, a nostro RVYiso, le ampiezze sono troppo pi('('ole 
per poter pensare ('he si possa osservarle. 

lJ"n esempio ne è il modo 11')0, la (·ui frequenza (' prei'isoC'lLé doppin 
di quella dell'al'mOlti('a fondnmentale oSo e ('he quin(li potl'ebhe essere 
intel'J)l'etato l'ome interazione dell'al'moui('a fondamentale ('on se stessa, 
ma, dall'analisi spettrale si può veclere l'Ile il rapporto fra le relntive 
ampiezze ossel'Yate sarebbe: 

il (ISO) 

-"1 (oSo) 

L 
20 

[1.2J 

ehe, a nostro avviso, è inp,ompatibile ('on la pi('('olezza clelia deforma-
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zione. Questo d portu. a eonduclere che il periodo di eircn 10 minuti 

è veramente 180 • 

'fAD. l 

:.r o \l i Perio\li osservati l'erindi oF;servati 

Kat,llrali Illh'l·a7.jnlle ileI Cile (lIdll.) lIoll'.t\la;;ka (mill.) 

- -----
ISO 10.OU 10.22 

o8~ II.RO II.RH 

,.'I" 11.00 11.l0 - 1O.9R 

c 
. ' lO 

9.67 H.BR 

0"'11 R.93 fUl5 

OSI - ,S. 152 14H 

2S~- ISO 106 103 

, ,'I. - . 8 10 79 79 - 80 

o'') , - 18. III Gl 

,S., - . Sa 48 47 - 48 

2. - MODET,LI ET,AS1'ICI DEGl,I S1'RU~rB,,1'J DI .MISURA. 

Ci proponiamo ora (li esaminnre l'interazione 'l'erra-strumento (li 
misura supponpJl{lo l'he quest'ultimo ammetta un comportamento non 
lineare, 

Gli strumenti l'he permettono {li mettere in evidenza. le oscil­
la7..ioni libere della 'l'elTa., che ammettono periodi molto lunghi, sono 
f\pesso ì gravimetri, o f\trumenti ad essi equip,t,rabìlì. 

'l'ali f\trumenti si possono sl'hem,t,tizznre eome una maSf\a, collegata 
al SUppOl'tO 1'i)..,rido (Lello stnlmento me(liante un f\if>temn elnstico che 
in generale l'una. molla. Qllincli, lo studio di questi strumenti di misura 
si ricluce allo f>tuclio di oseillatori per i quali, nel eago attuale, sì (:on-
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f\idera un termine al secondo or(line nello spostamento nell'espressione 

della forza elastica di richiamo. 
Se il moto del supporto il della forma: 

x( t ) = a, (',os {(lI t + 1/2 co.'> W2 t, 

l'equazione (leI moto della massa del gravimetro il data dalla: 

my = -K(y-s) + À(y-.y)2 [:3.1] 

es~enzo !I lo f\postamento (lalla posizione di equilibrio, ("on le ("owUzioni 
iniziali: y(o) = b, y(o) = O. 

Introducendo una nuova val'i:lbile: x(t) = y(t) - s(t ), l'equazione 
del moto diventa: 

[2.2] 

(J,~ ef\SCllllo il eoeltieiente di non linearità, e ponendo: 

[2.3J 

rif\olvibile mediH,nte il metodo operativo introducendo la trasformata 
di lJaplaee. 

Applieando la soluzione trovata allo f\twlio delle oiwillazioni libere 
della 'l'erra, eceitate dal terremoto dell'Alaska nel :Maggio 1964, regi­
strate H, lJO~ .-\ngele~ eol /:,'Tavimetro lJl~ Co~te il eui }leriodo }lro}lrio 
ù di (',in'a 50 sec., eonsi(lerando ad esempio il periodo (Ielle OSl',illazioni 
radiali della 'relTa clle il di ("irea 1200 sec., il termine elle ei deselive 
il comportamento (leI sisteml1 in 

! (1,21 I (1)21 \ 
, 

XI (t ) ~ a 2 ~~ 1 + ~ 

2(1}2o ~ (I} ! o I 3 

I ''''l' ,ili. 

(
W, \ ' 

wo I 

seconda approsf\imazione è: 

(/.21 (1.2, 
cos Wc t - -:--;'. 

ùPo fj(Jj-o 

(',OS(wo - WI) t I 
(0"1-2WoWl 

('os 2 wot + 

[2.4] 

(love le nuove frequenze 2wo, (O, ± (1)[ e 2 Wl ('i indit'ano rispettiva­
mente i seguenti tipi di interazione: 
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1) Interazione dello strumcnto di mifi,lII·a eon se st.e8so; per la 
maggior part-e degli 8t·rumenti con i quali ~i WlLO O~f!crvate le os("jl­
lazioni libere della Terra fino ad oggi è (')0 < 50-) Cpf!. per ('ui la. fre­
quenza :! (IlO non int.r()(l\l(·e akun problema nell'aunlisi clelle frcquenze 
proprie della 'l'erra; 

:!) Interazione Tena-stnuuento di mif!ura. 
J~e frequenze: 

1.00 ± WI =wo (1 ± Wl ) " 
Wu 

1 

50 
[:Ui] 

corri~polHlono a periodi dlC f!Olto minori di 1 min. e poichò le letture 
delle regif!trazioni vengono fatte ad intervalli (li 1 min. In loro eyen­
tuale presenzn r un evento aleatorio. 

::» Intenl.zione Terra,-Terra,. 

Xci P_IMO delh os('illlozione oSo, h ('OlTispomlente frequenza (III dù 
luogo ad um~ frequenza, :3 (Ii! c\he ì~ qua.si identiNL alh prima armonica. 
di oSo chc è ,,6,,; l'a.mpiezza, del t-ermine in 2 (1)1 è però ":::' 3.7 ·10-'WU"1 

cioè t a le cb nOli dCf!tare alt'lm problem'L nell':mali8i dei (lati poi('hi' 
(II < 1 cm ed il eoefTìcente é è molto pieeolo. 

Sembl"H qUilHli ('-he un eventuale comportamcnto non lineare degli 
.~truUlent.i di mi.~Ul"H non 8pieghi la presenzn delle righe anomale. 

3. - OSCILLAZIONI LIllEHE DI UN l'tIODELLO F.LAS'T'lCO DELLA 'l'})!WA. 

Paf!.~iamo ora allo studio delle Ofwillazioni libere di UW\ f!fera 
elastif'a omogenea, di clensità, l], raggio R e pantllletri elast.l('i ..1. e Il 
allo 8eopo di indÌ!"nre In possibilità, di det-erminare f!pCrilllentalinente 
i (·oeffi(·ieut.l elastil'i (li non linearitù, estendenùo lo stu(lio delie 
osdllaziOlli libere alla sfl('Oltda a.PI)J·Of!.~imazione. 

Intro(IU('ialllo prima a!nUli rit·hiallli stilla teoria delle deformaziOlll 
finite elllUlda,t,[l; (lal :J\lumagJwn (I) dalla qua.Je f\iamo partiti per 
f\villlppare que8t,o lavoro. 

3.1 - Definizione dl'lla deformazione e costanti clastiche di un m~zzo 
isotropo. 

Nclla, teoria. delle deformazioni finite (l') la. llla,triee di defo!"lluI.zione 
viene clcJìllita, nclllloclo seguente: 

l 
2 (J*J -I) [3.1) 
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dove: ,J è la matrif'e Ja('obiana, relativa alla tra~formilzione (lalle 
('ool'llinate iniziali ((I, &, c) di Ulla partieella (leI mezzo deformabile 
alle ('oonlinate finali (.1',!j, z) (Iella stessa parti('eUa, mentre I è la matri!'e 
unitaria. 

l/energia. di deformazione per unità iniziale di vohune viene 
espressa mediante uno sviluppo in sede Ili potenze nei tre invarianti 
Il, 1 2 e 13 della matril'e Ili cleformazione ehe, se è k('ritta in forma 
('anoni('a, assumono la forma: 

I~ 1]11]2 + 't]ll}" + '11~1}3 [:l. 2] 

I J 1]1/]21]3 

mentre l'energia di deformazione si può serivere: 

[3.3] 

eSHendo: 

[3. '] 

dove i parametri }., a, I, In, n &Ono le ('ostanti elastiehe (lei mezzo 
isotropo. 

Passiamo ora allo studio (lei problema annlUH'iato: ('onsirleriamo 
Ima partil'ella del mezzo elle abbia, a·llo stato iniziale, l'oordinate 
(l', IJ, q;)' la sua posizione nel\o stato deformato sarÌ\. individuata dalle 
coordinate (l' + k1., {}, rp) (love ku rappresenta lo spostamento. 

1m (',ostante lo è lHlimensionale e(l è ta.Je l'he nella teoria lineare 
tnuH'llriamo le sue potenze superiori alla prima., mentre nella. se('oJl(la 
approssimazione ne tra.seuriamo le potenze superiori alla seconda. 

Le oSl'Ìllilzioni radiali sono caratterizzate da·: 

u _ U(l',t), torj = 1Mf _ U. [:"L5] 
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Supponendo per semplicità che il mezzo sia libero da stress iniziale, 
la funzione delL'!ità di energia è esprCf!sa dalla fOrllnùa: 

[3 .6] 

dove, tra~cu1'ando le potenze di k superiori alla seeonda , abbiamo: 

[3.7J 

La matrice di stress è: 

l' [3.8] 

dove: 

L'equazione del moto in forma matriciale, in aSfICnza di forze di volume è: 

(div 'l')"" = (Ix" . [:-~ .10] 

gsplicitamente si ha: 

., 
+ ~ ('l'T' -'l'{){}) = Il (ku) . ,. [3.11J 

Ponendo: 

u(r,t) = udr,t) + kw(r,t) [3.12J 

dove ul(r,') ci rapprefICnta. la soluzione del problema in prima appros­
simazione e w(r,' ) la correzione in seeonda approssimazione, l'equa­
zione del moto in prima approssimazione è: 

[3.13] 

dove V, è la velocit~\ longitudinale di propagazione delle onde elastiche. 
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('crl'iliamo La soLuzione di [a.l~~l nella eLasse: 

dovel, ,,(r) so~l!li,d;l l'equllzione: 

~·on k, -= (illirI yuttore d'muLI. 
La soluzitllw linlta all'oriJrinu è: 

(
' "ilL k, l' 

u,,(r) = A --~­
(h l'p 

La (·tllulizione al ('ontorlLO: 

~'OS k! 
k! r ' ) ~ 

1'" -~ {) per l' = H 

[3, 141 

[3, W] 

fomist·e gli autovalori h per i quali è valitla la soLuzionB e ('he HOlldisfalLo 
la- ben nota relazione: 

' .IJ k, H 
k,R 

l 

1 - (À -f '21-i ) (k! llF 
.J I-i 

[3.liJ 

fn ~et·tlilda appro~simaziolLe, trHHt·m·H]Hlo le potenze in k Huperiori 
lllla se(·tmda nel ('akolo (lullc ('ompolLenti dellil matrit·c tli sforzo '1', 
derivallllo, ra("l·ogLiclLIlo e Hcparalllio i termini in k e k~ Hi ottiene l'equa­
ziolLc gi:1o s('ritta in ]m)('udenza B l'he (·i di'Io La Sohlzione Hl primo online 
'1"(1', ' ) ed inoltre l'equazione "cg"ucnte ottenuta alLnullawlo i (·(}Cfht·icnLi 
di k! e trascurando i termini relativi alle potenze superiori: 

+ 

, [l , 
lli' l'~ lli' 

~ (i. + :{ f.1 + :! m) 

Q 

'2 (), + 3 li -1- :! III) 

e 

,11tl 
li ltl 

- , ,- + 

<Ht, il Il,,, 
,,' , " 
l ll'lh H, l ' , I , ,- ,- ) 

'2 Itl , 
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= (.!~ 
j (ì. - 3 ,u - ~ III ) = {J" 

" 

1'C'quazione si può H('riverll ('osi: 

~2.U; , 
I 

1 , 
('-'WI I =_ \W2

!(!". { (1-1' 0 ~'I'" - r " +-,-
M2 ,,- /,2 ,,- 1'12 di' , 

(I) : lfi" dttn ( duo " 'I + lto· +~' - "o r ciU\t r ., dI' dI' ,- ,-

I! o + 

quefltn equnzione, nlle (lel'ivnte parziali, non omogenen, (' (li (lifficile 
flolttziolle; pm' ()]'n ('{'Tl'hiamo di ottenere LUla solttziolle Ilw(liante fle' 
pal'aZiOlle della va1'inbili, mn snnì ogget,to (li l'ieel'(']w ulteriori la ,~ol(l­

zione (leI nostl'o prohlema ~ulott:nulo un meto(lo (livel'so. Considerimllo 
per('iò lllLn· soluzione (Ici tipo: 

si ha: 

I 
d-w" 
dr" 

~ I 
k21 (!2 

l '~ ( 

+ 
~. ,- . ,- ,-

,-

( !h~~. 
. dr 

i duo 
1 d,' 

:! lto ) k21 ~2 dno 
[:L :.! ()] Un + "o + V l

2 "o dr 
I-,-

';" J'I e'"ùJ1 ( • 

{l)2 = 2 Wl 



Ciù impli{'n ('he le mwillazioni libere in se('oncla appro~~inU\zione ('om­
pOl'tnno (lelle frequenze elw ~ono (IOllllie di quelle relat.ive nlln appro~­
~im,lzione line'll'e. Ponianw: 

Po,,~inmo quindi ~erivere l'equazione (181 mot{) nella forma: 

d-Il'o 

dr" + ,. diCO 

d, 

dove ,J l" la funzione (li ne~~el: 

l'onelH!o: 

H, = 

d.] 

dI' + 

[3 ,~Ol 

('en,hiamo Ol'il una ~oluzione (lell'e(llUlzione nel ('w·w dle i ]laJ',lllwLri 
~iano t,idi dn ~()(ldiKfare la ~eJ{llent,e relazione: 

ovvero: 

3 (}. ! ~ fil + :z l -- 1 '/Il. = O, 

n ('}w e(lllÌvnle ,Hl adot.t.are un part,h'olare modello e1a~t.i('o clelia t.ernl. 
fn t.al ('a~o la wluzione tinita nell'origine (:.: 

li, 
,. 

d.] 

dr 

[3. ~2J 
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;-).:t. - Hicerca di'Ile trrqw:nz/J proprir. 

COllsi41eriamo Hnl'O!'H IH l:on(lizione al ('ontorllO: 

'1'" _ O per /' = R 

('lle 4liventa, ('olli'!idera1Hlo am'he i termini Hl se"01ulo online: 

r 
•• . ( + 3 p.U'2 + I 1t' + --' --)- + ~m u'~--
r \ 

dove: 

He rkorcliamo la formula [3. :tI] c Fespres~iolle 41i '1>0(1'), la ('owlizione 
Hl ('ontorllo al I [ 4mlinll tiivllnt,a: 

ove: 

ty :3 kl li--. 
:3 /';1 n 

2l - :3 In +11 
-'I-' 

3). (i. + :3/ ) (À + fip) 

K f.t (À + :3p.)2 
[;-).2.1] 

Se le Ofwillaziolli libere SOIlO tali 4l!te la 41nformazione supe!'H un 
l'erto valore, oltre il quale c rilevahilc il ('omportamcnto non lineare, 
la relazione vre4'eclente d permett.e di rkHvare informazioni fmi ('oef­
li('ienti di nOIl linearit(~ l,m e41 '11, oltre ,'he sulla ('o,,,tante 41el moto J). 

J~ in questo Kenso (·!tc (levc venitc interpretata la ('owlizionc al (>on­
torno 1'elativa alle frequenze dei modi liberi in se(>onda approsKimaziolle 
poi('ld~ la t.eoria 4'i dke :"rià "'le t-ali frequenze devono essere doppia 
di quelle telativc alla prima aplll'os,,,imazione. 



l'.U\.O IETRI NON LINEARI fi i CA'IPI ELASTICI E OSCILL.Ut;JONI L[ngIU; J,'i!) 

<I. - DE'l'ER.\IDIAZIONE DEI COEl<'l<'ICIE:"I'l'I DI NOX-T,IXJMIlIT .... 

Per la (leterminazione di tlLUi e trc i parHInet.ri, ,~[)n[) nm'esgarie 
:Jhneno tre relazioni imlipendenti. Inf:JUi, ment.re nel ('aso lineaJ'E~ le 
lnisure (lell:1 frequenz:1 e dell'anlpiezz:1 dello spostament.o t\ slLfli('it'ntt' 
a definire il ('oJllportmnento dinami('o (leI t;istmna, qlW.~t.O non {' pos· 
sibile in ge('OlHta approsgimazione, Un metodo da scgllire per eliIniwlre 
tale indeterminazione garà quello di t.rovare le relazioni ('Ile (lif>Nmdono 
dall'inter:Jzione dell'aJ'Inoni(~a fond:nnent:Jle (>on se stessa e da qllclla 
di (lllc altrc armoni('he scp:Jrat.anwnte. 

"celiamo, mediante lln'anali~i f>Cmi-qlLantit.:Jt.iYa, se ù post;ibile (le· 
terminare, e wt.t.o quali ('Olulizioni sperimentali, i tre ('oel!i('icnti in· 
(·ot,'llit.i lne(liante le relazioni t.rovat.e . 

..\. qllCf>tO f>('OPO, O('('()]'I'e fare l'ipotet;i ragio1ltwole ('he 1:1 ('ot;t:mte 
a(limew\ionale k f>ia. indipendcnt.e dalla freqllcnza. 

Consideriamo le esprei'!,<tioni: 

dove: 

ty 2 k j H 

2701 H 

3}.-!-fJJl+21+4m=() 

('OS 2 T': I R 

2k l N 

].-('1 (it, Il, I, (j, Il, lo d 

,J2 3/2 (k l Hl I 
H('os2kjH 

; 0,1,2(''' ) 

[4.1J 

J
",1 ,h12 (hl N) , I dJ131 ~ (k, 1")1 l'· 

II" l' = , 

(*) Gli illOliei 0, I, 2 ~i rifpri~c~ollo rispe1tivam('llt(' alle arlllollil'lJ1' : 
fOlldamplIta!", l'rima e sf'('ollOla. 
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ment.re Di è la eOf\t.ante del mot.o in('()gJlita ddla Koluzione [3.:!:!j. 
Dall'analiHi flpet.tnde delle of\eillazioni libere Ki pOHKono miHurare le 
frequenze dell'annoni(·a fondamentale e della prinla e Ke('onda armoniea. 

ljl~ mif\ure delle riKpetti\'e ampiezze AOI (legli f\pof\t.amenti al primo 
ordine ('i permettono di ('akolare, tramite le relazioni: 

le tre (·oHtant.i Au, .... 1, e A •. 

I flinklR 
l' ~ \ (l' , Il)' 

eOf\ k l R \ 

l' , Il ) 
[.1. 2] 

)liKIIl'ando per le f\t.eKHe armoni('he le ampiezze degli spof\t.ament.i 
al He('ondo orrline Ao, AI e A 2 fii pOHHOllO ottenere i rapport.i: 

E, 
,10 

A, 

./': 2 
,10 

.1, 

dai quali, eHf\endo noti i valori di )" Il, <}, H, "'o, "'I e lo, Hi pOHwno 
rit'avare le Heguenti relazioni: 

Du = Du (D~, l) 

DI = DI (D2, I) [' .3] 

Dalle ('on(lizioni al ('ontorno [./-.2J pOHHiamo ot.tenere tre ef\pref\Hioni 
del tipo: 

(I i = O,l,:! [' .4] 

('he, ('on la relazione lineare: 

det.erminano lUl HiHt.ema (li quat.tro equazioni nelle quat.tl·o in('ognite: 



I~n f\oluzioue (li quef\to ~istema f'i perllwtte poi di rif\alire alle ('O, 
stanti Dn, DJ e quindi alla ('Of\tante adimenf\ionale lo ('IIt' gode della 
,~egu('n t~· ])1'0]) l'i et.h; 

()~ , 

Hiassnmen(lo si vede elle l'e8ten~ione ddlo studio delle o~('illazioui 
libere alla Se('mHta approssilllnzioue l'i<"1lie(le la intl'o(luzione di maggiori 
dat.i f\]wrillwnt.ali (']lI' iu primn appl'ossimazi01lC, 

I~a misura delle f1'equmlze e (Ielle ampiezze (legli f\pmtanwnt.i nl 
primo Ol'dine ('i permette di ('ah'olare le ('ost.anti A I(i = O, I ,2) nwntre 
la misur'a delle nmpiezze degli f\pof\tanwnti al M'('OlHlo oJ'(liue per· 
Illette (li ri('nvare, t.rnmite le relazioni s('ritte sopra, I(! ('ost.nnt.i del 
moto k, Di eli elnf\tic.he l, In ed Il. 

~at1l1'alnwnte, le lliffi('oltù spel'imentnli sono nOÌRvoli poidll:~ la 
miwra Ilegli spostmnenti al SI'('OlUlo I)]'(line 1'ic'ilipde una e('c'ezionale 
:l('('Ul'atezza nelle misure, PI'endendo in ('onf\illerazioue, ('ome suggel'ito, 
l'armoui('H foudnmeutnle e la prima e la ,~e('onlla armoni('a: 

di periolli rispettivamente (li 20.-i7 min" 10,Oli min, e fLliO min, data 
la limitatezza (Iella defol'lllazioue per In Tel'l'n, ('ile implil'a uu'nlllpiezzn 
dello ~po~tamento Illolto ]Ii('('ola, ])]'ol)al)illlwnt~· solo l'intl'rnziOll« 
(lelFal'lllonÌC'n fOlHlallwutale l'OU se stm\sa Ilotl',i essere me~sa in evi· 
Ilenza a ('aUf\n d(·l l'nmore di fonllo, 

Il fatto (']w le am]liezze degli spostamenti nl ,~c('oudo onlbl(' f\inno 
lliHì('ilmente distinguihili (la 1 l'umOl'e Ili fOlHlo, pom' ddle notl'voli 
limit.azioni sperimelltnli per la di!u'l'minnzione dei ('()('ffìdenti Ili non· 
lineal'itiì.. 

quest.o [;,yoro serve a des('l'ivere gli nS]ll'tti fondallll'nt.ali Ilei 
modelli non lineari nel ('nlllJlo Ilell'(·lnf\ti('iU, "Cna tem'ia più ('ompleta 
potrà facilmente t€llere ('Ollto, oltre dw di UllO ,~tres,~ iniziale Ili t.ipo 
illro~tati('o, an('he della variazi()]l(' Ih!1 ('nm])o g'rayitazionale ('on la 
(lefo)'lllazione, Il uon t-em'r(! ('outo di questi fattori, nella teoria lineare, 
11011 l'Hlllhia In st.rut.tura forllwle delle soluzioni, e prollHhilllleute IpwSto 
vale an('he in se('onda appl'Ossimnzione. ('Ollll11Hlue, queste pel'tllr­
bazioni non altel'alLO le earatteri~ti('lle f01Hbllllent.nli (h-I f\ist~-llia ilI 
se('()]Hla n ppro,~sinlazione. 
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Per quanto rig"mmla l'aspet.t.o mat.emat.il'o della teoria e più Ilre­
eisamente la soluziOlW (li equazioni differenziali llon lineari alltl Ilm-ivattl 
parziali, si è vist.o I·lte, adottando il metollo dtllltl approssimazioni 
suer-essivtl è gempre pos.~ibile ridursi al (mso (li equazioni difIerenziali 
non omogenee alle derivate totali. l,a (liffkoltù. print'ipale consiste nel 
trovare gli integrali part.ir-olari. ~oi abbiamo afl"rontato il problema 
ponelHlo(·i in lUI r-aso partù'olare, t'ioè aflgumendo a. priori una relaziOlw 
lintlartl fra i l'oeflìt,ienti elagtiei al flecondo or(line senza ridurre ~igni­
fir-at.ivlllllent.e il t'ampo della. loro variabilih\ tl quin(li la. posgibilit.à 
di una efl"ettiva applit'azione al modello ela~t.ir-o della Terra. Una teoria 
più l'ompleta potn\ ('ontmnplare anche la pOflgibilit:\ di risolvere tali 
equazioni in lUI mollo meno rest.ritt.ivo eventualmente me(liante nwt.Q!li 
numerit'i, l'oi quali però si l)erdereblw parte della ('apaeit.à di l'om­
prensione diretta fìsi("a del fenomeno, ('hn il met.odo qui seguito ci 
ha permf'.~so. 
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