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Teoria e caratterist iche di due onde superficiali 

dispersive vibranti nel p iano principale 

E . P E R R I 

ricevuto il 26 ottobre 1959 

PREMESSE E RIASSUNTO 

Lo spunto alle r icerche in argomento t r ae origine da s tud i speri-
menta l i a suo t empo e f fe t tua t i dal l 'A. — I r isul tat i , po r t a t i sul p iano 
teorico, hanno comprovato u n a vol ta di più la possibile esistenza d i onde 
superficiali non riconducibili ai classici pro to t ip i di Rayleigh e Love. La 
opposta , m a discutibile opinione che tutte le onde superficiali, conosciute 
e da conoscere, debbano considerarsi « modificazioni » e nul l 'a l t ro di più 
dei pro to t ip i sudde t t i (x) è t u t t o r a diffusa, malgrado u n a va s t a let tera-
t u r a t enden te a d imost rare la individual i tà di onde superficiali assoluta-
mente estranee. P e r c i tarne alcune si r icorderanno le ricerche (li K . U1-
ler (2) e I . H . J e a n s (3), quelle più recenti del sismologo giapponese 
H . N a k a n o (4), quelle meno recent i di E . Meissner (5) e di K . Aichi (6), 
nonché la in teressante memor ia di K . Sezawa sopra un 'onda sprovvista 
di componente vert icale e di dilatazione, re la t iva ad un mezzo di varia-
bili cos tant i elastiche [('). 

Pr incipale scopo della presente memoria , nel pensiero dell 'A., è 
quello di d imost rare la reale esistenza fisica di due distinguibili onde 
superficiali, v ib ran t i nel piano principale, affini f r a loro per costituzione, 
che t u t t a v i a ch ia ramente si differenziano dalla classica onda di Rayleigh 
e da a l t re onde dello stesso t ipo (8). 

I l presente lavoro è diviso in due par t i . Nella p r ima di esse viene 
anal izzata e defini ta la costi tuzione del l 'onda ( Si) generica o anche d e t t a 
di 1 a specie. D u e equazioni di s t ru t t u ra , indipendent i , fissano legami 
definit i f r a i pa rame t r i cost i tut ivi del l 'onda e le cos tant i elastiche del 
mezzo, qui supposto come u n semispazio elastico, omogeneo, isotropo. 
Dalle equazioni sudde t t e r icavasi la velocità di fase V1 del l 'onda. L 'argo-
men to è comple ta to dalla determinazione dell'ellisse orbitale descri t ta 
da una part icel la del mezzo al passaggio del l 'onda. — La seconda pa r t e 
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della memor ia è dedica ta a l l 'onda d i seconda specie (S2) , ana l i t i camente 
cara t te r izza ta dal l 'annullarsi di uno dei pa rame t r i fondamenta l i , gene-
ra lmente diverso da zero nel l 'onda di p r ima specie. La velocità di fase 
di ques ta onda (S^) è a lquan to minore di quella a t t r i b u i t a alla p r ima 
esamina ta : se VR è la velocità del l 'onda d i Rayleigh, si ha : V{> V2> VR. 
Peculiar i tà re la t ive alla propagazione e di var ia indole vengono segnalate, 
che concorrono a confermare in modo notevole la individual i tà del l 'onda 
(6 ) : f r a queste la dispersione anormale della p r i m a specie d ' onda ; quella 
all 'opposto, normale del l 'onda di seconda specie. I l lavoro si conclude 
colle determinazioni delle velocità di g ruppo (*) delle due specie d 'onda 
e con un d i a g r a m m a spet t ra le della S2 in r appor to al coefficiente di 
Poisson del mezzo. 

P A R T E I * 

§ 1. - Venga considerato un semispazio infinito r iempito da u n mezzo 
elastico 8 U isotropo, omogeneo l imi ta to da u n piano orizzontale. Un 
sis tema di assi (x, z) è supposto legato a l mezzo nel modo indicato nella 
figura 1. I l verso posit ivo dell 'asse x, il cui az imuth deve in tenders i gene-
rico, ha la sua origine in 0 . 

U n a per turbaz ione ondosa comunque genera ta in 0 può cosi i rra-
diare e t rasformars i , sot to certe condizioni, in u n a propagazione super-
ficiale. Poiché lo s t ra in è considerato nel piano (x, z), sa ranno considerate 
le sole component i contenute nel piano vert icale radiale per 0. L a terza 
componente , v, è supposta nulla. 

X 5 z o 
W W / / / / / / M / / / 

S , 

Fisr. 1 

I n conseguenza della per tu rbaz ione p r o d o t t a sca tur i ranno dall 'ori-
gine onde longitudinal i e trasversali . Concorrendo par t icolar i condizioni 
cinematiche, possono stabilirsi nel mezzo onde composte superficiali , 

(*) Entro limiti determinati dal calcolo. 
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ed in questo caso si t r a t t e rà di vibrazioni elastiche del mezzo nel piano 
principale. 

Vengano indicate con '/y e (-) due funzioni armoniche del tempo e 
dello spazio, così definite: 

W =— Q • j exp (— <p + i t ) + exp (—cp — t f ) j 

0 = ] • | exp (— 9? + i t ) — exp (— — [1] 

nelle quali i simboli adoperati significano: 

cp = r\xx + r]3z V =r 2 n\T f = a x + y z (fasi iniz.) 

(p = 6! x + e3 z 

C - p t - f 

[2] 
Q e q, coefficienti costanti numerici. 

È agevole verificare che le [1] sono tali da soddisfare le equazioni 
caratteristiche fondamental i dei mot i vibratori : 

y W 
A 2 V2 V 

ì2 e 
ór-

l i / V2 0 [3] 

Sotto alcune condizioni (si vedrà in seguito quali) da imporre ai 
parametr i costitutivi delle onde dei due tipi, componenti del moto super-
ficiale, quest 'ul t imo si propagherà nel mezzo; gli spostamenti totali dipen-
deranno da un vet tore le cui componenti sono espressa da: 

(«) = 

(«0 = 

a 
<) x 

a W 
~ò z 

±9 
~ò « 

a e 
<> X [4] 

Alcune delle condizioni cui si è accennato avant i sono già implicite 
nelle [2]. È previsto infat t i che le due onde componenti abbiano la stessa 
pulsazione p e le stesse fasi a, y, donde la stessa velocità di fase Vx — 
per ora incognita —. 

Operando la sostituzione delle [1] nelle [3], si t rova che queste 
ultime saranno soddisfatte nel campo reale soltanto se è verificata unii 
ulteriore doppia condizione analitica, impor tante per la costituzione 
dell 'onda. La condizione è la seguente: 

a (<p, q>) <> f 
5 X <) X 

a (y> <p) <>/ 
c)Z il Z 

= 0. 
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In. a l t r i termini , (leve supporsi fondamenta le la equazione di condi-
zione, ident ica alla precedente: 

»?i a + r]3 y = £x a + £3 y =S 0 [5] 

I casi possibili nei quali le [5] sono ident i f icamente soddisfa t te , 
r isul tano dal prospet to seguente: 

a y >]3 £, e3 

I 

I I 

I I I 

I T 

= 0 =£0 0 0 0 0 

= 0 0 0 

0 # 0 0 0 

=£0 =£0 /^o 

(5 bis) 

I l caso I r iguarda onde piane non smorzate, del t ipo armonico sem-
plice. I casi I I e I I I contengono le condizioni cara t te r i s t iche di smor-
zamento per le onde superficiali del tipo Rayleigh. I l caso I V è quello 
del quale in tendiamo qui occuparci. 

Le condizioiri poste pe r le funzioni <p e q>, esprimono l 'esistenza di 
due diversi assorbiment i dell 'energia per i due assi x e z, legati t u t t a v i a 
dalle ovvie relazioni 

e! = k r)x ; e3 = k rj3 [5 ter] 

per il f a t t o che, in conseguenza delle [5] deve essere: 

ifc = _ y_ = iL S 0, 
r]z a e3 

(love è u n a costante numerica . Operando secondo le [1], si t r ova : 
P2 

(a2 — j?!2) + (y- — rj3
2) = 

A 2 
(onda condens.) [6] 

(onda distors.) [7] (a2 — Sl°) + ( y 2 ~ £ s 2 ) = ~ 

L a [7] può scriversi anche così: 

(a2 — fc2
 Vl») + (y. — ® Vs2) = [8] 

donde, el iminati f r a le [5], [6], [8], i te rmini p, y, rj, r es ta : 
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In t roduc iamo per brevi tà il nuovo simbolo <Z>2; si avrà : 

Vs 
Y2 ^ • —A;2 

— = 0 / ; e quindi: — = 0„ 
Vi IR2 — 1 

[10] 

§ 3. - Velocità di fase Vt dell'onda superficiale (6^. 

Valgono le espressioni, t r a loro identiche, di questa velocità di fase: 

V 
V, = a2 + y2 [ i n 

Osservato poi che per le stesse [5] e per le [11] deve essere: 

V 
a2 

V X2 

2 2 (1 + ^i2) = r,/ „ (1 + a2 + y2 4 7i~ 

Tn definitiva la [11] po t rà scriversi: 

. L-
F x = Q 1 ]/) 1 - V 4 TI2 (1 + 0* J 

[12] 

[13] 

Risul ta così evidente che vi è dispersione anomala: in al tr i termini 
l 'onda è cost i tui ta in modo che la sua lunghezza diminuisce quando cresce 
la velocità. Si può anche met tere T^ in funzione di fJ2, scrivendo: 

7 t = fi. j/'jl - rrf V (1 + fV) j = Qt | / j 1 - £ j [14] 

§ 4. _ Valendoci delle [11] e delle [9], r icaviamo di re t tamente : 

& = i - ( V j & y _ ì—v2
2 

[15] 
1 - ( F 1 / A ) 2 - I - f i 2 

È facile dedurre che A.- < 1. Col tendere di k -»• 0, la velocità di fase 
dell 'onda ( ó^) tende ad uguagliare quella L>, dell 'onda distorsionale pu ra 
viaggiante nello stesso mezzo. Osserviamo pure che sussistono le seguenti 
relazioni : 

0/ 0/ — fc2 

1 ~ 0/ — 1 ' 
0.,2 

1 — 
in2 = [17] 

ffi- -

i — y2 (02
2 — fc2) 

i — 
= coeff. di Poisson. [18] 

/ 
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§ 5. - F r a le sette grandezze: ry1; rj3, a, y, elt k, che rappresentano 
a l t re t tan t i parametr i fisici, ovvero delle costanti relative a un determinato 
mezzo, intercorrono relazioni che ci interessa conoscere e che, una volta 
note saranno utilizzate per fissare valori concreti delle grandezze stesse 
in rapporto alle velocità, o altre grandezze cinematiche dell 'onda stessa. 

Cinque relazioni indipendenti f r a i parametr i succitati sono già s tate 
scritte, più avant i ; esse sono le seguenti: 

[5], - [5 bis], - [5 ter], - [6], - [8] -

Perchè il problema possa essere risolto occorre aggiungere alle sette 
di cui sopra altre due relazioni indipendenti . Queste saranno fornite dalle 
condizioni ai limiti e cioè, sul piano z = 0 dall 'annullarsi delle reazioni 
normali e tangenziali. I n simboli: N3 = 0; T3 = rJ\ = 0. Le equazioni 
sono: 

X 3 = 2 . A + - 0. [19] 
o z 

dove A = div. [(«), (w)]; x, /j = costanti di Lamé. 
La [19], tenuto conto delle [2] - [3] - [4] - [5], dà di re t tamente: 

<> (u) <> (w) 
~ò x t> z 

e, r ispett ivamente, in termini reali, 

= 4 1 • [21] 

= i"1! cos f + sin c 

= r3 cos f + r 4 sin C [22] 

Abbiamo indicato con J \ , /'2, F3 , F4 , a l t re t tan te funzioni del solo 
spazio. La [21] si potrà scrivere nel seguente modo se riferita al piano 
z = 0. 

1\ cos C + A sin C \ , 0 A 
r 3 cos £ + F 4 sin £ = fl»= 1 + 2 - f - [23] 

« = 0 

Le variabili x e t, già indipendenti nelle singole equazioni [22], non 
lo sono più nella [23], — come è ovvio, — a causa del legame introdotto 
insieme alla condizione di non esistenza di reazioni elastiche sulla super-
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ficie del limite z = 0. in corrispondenza dell'ascissa relat iva 
d 'onda in moto progressivo. 

Esplicitiamo ora le funzioni Fu J\, che contengono 
la sola x-, esse valgono: 

A = Q (a2 - r t f ) - <LTU le (rtx y + r,3 a) 

r2 = —QT, • 2Vla + qTa:(k*Vlri3—ay) 

r3 = QTl (y2 - r,32) + q Tu le (r/j y + r,3 a) 

1\ = Q T, • 2 Vl a — qTn (k* ^ ^ — a y) 

Si è posto in queste equazioni, per brevità di scrit tura 

Tl — e ; Tu = e 

Si rileva immedia tamente che 1 \ = —1\ . 

— b f 

al f ronte 

per tanto 

[24] 

[24 bis] 

§ 6. - In base ai precedenti risultati si potrà descrivere identica-
mente la [23] nella forma: 

A + m r 3 
tg c = [25] 

dove H 2 9 J± ~ , essendo 1 e ji le note costanti di Lamé. Osser-

viamo che la [23] è in effetti una funzione che contiene una relazione im-
plicita f ra spazio e tempo: in altri termini f ra la coordinata x (asciss 
del f ronte di onda al tempo t) e il tempo stesso (fìg. 2). 

« 

X 0 

x,t 
'ìui/mr/l/m 

Fio;. 2 

Il mezzo è sot t ra t to a tensione normale in tu t t i i punt i già oltrepas-
sati dal f ronte d 'onda nel suo moto progressivo; lo è anche da P all'oo, 
dove l 'onda non è ancora pervenuta . In più lo è in P , perchè le coordinate 
spazio-temporali di questo punto P sono tali da soddisfare la [25], Si 
può invero scrivere identicamente in luogo della [25] l 'equazione seguente: 

( r + h2 r. 
Vt = x + arctg ( j f ^ Z f y [25 bis] 
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In senso sismologico quest 'ul t ima equazione è quella (li una dromo-
croma; in essa è implicita la velocità (li propagazione dell 'onda sul piano 
3 = 0. 

Differenziando la [25 bis], troviamo infat t i : 

p . d t ^ a d x + <dX
2 ' [26] 

1 + (T0
2 

dove <j0 è la funzione dello spazio racchiusa f ra ( ) nella [25 bis]. Si ricava 
immediatamente : 

! 1 F971 
- < ? o . = 1 + «• • r + v [ 2 ' ] 

2 = 0 

e per tanto la velocità, non più costante, dell 'onda sul piano z = 0, sarà 
calcolabile colla formula: 

y 
( F l i = ! j j 1 (To' [28] 

a 1 + (T„2 

Sarà in seguito possibile esprimere la stessa velocità in forma ancora 
più esplicita, in base ad una trasformazione della [25 bis] di cui sarà det to 
al seguente paragrafo. 

§ 7. - Riprendendo la [25] osserviamo che essa può mettersi nella 
forma identica: 

A + A + ( I + 2 G ) A 

z=0 2 Q A 
y 1 ' 3 ' ^ ' ^ cM 3 , tg C = - - -77—7; £ 25 te r ] 2 p i , 1 

avendo indicato: o = ^«/A; cioè 2 q = E2 — 1. Se ne ricava: 

A + A + (1 + 2 Q) A = 2e A • tg f . [29] 
1 = 0 

Tenuta presente la [6], si rileva che sussitono le equazioni: 

A + A = Q A ; A = - (A 2 - V ) + 1 Tn * (ViV + >h «) [30] 

Sostituendo nella [29], e riducendo, si ottiene in definitiva la seguente 
relazione: 

P! _ a2 ~ V2 , Va a) R , = 
1 A2 WViVi — ày) Wr\xr]3—ay k* r^ r)3 — a y ' ' 6 — 

= A j - - 2 " 1 " + « • & ; . t g f ' (3D I k» Vi i]3 — a y \ 2=o 
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Si è posto qui: X l = 2 - + e - ; = " " = (2 — X l) . Ino l t re : 
1 + 2 Q 1 + Q 

R = '> ; R . / 1 * 
'e 

R • e (1 — fc)®» 5 '/'n [32] 

Le a l t re grandezze, t u t t e costant i (rispetto allo stesso mezzo) che 
compaiono nella [31], saranno r ichiamate in seguito e, per b rev i tà indicate 
coi simboli seguenti : 

A 

G = 

2 'h a 
k2 ViV* — aY 

a2 — ih2 

lc2ViV3~ay ' 

B = 

D = 

A 2 (&., % i]3 — ay) 

k (rj3 a + rjty) 
k2 rj3 — a y 

Come è facile verificare, le soprascri t te costant i sono t u t t e positive. 
F a t t e le necessarie sosti tuzioni ed alcune riduzioni, l 'equazione [31] 

diviene: 

— C +BXl + D-R- ehx = (2 — Xl) • ( - A + R • e6lX) • t g f [31 bis) 

dove si è posto, per brev i tà , 

- J L +XlB 
A ( 2 - Z i ) 

V (1 + Q) 

f i = 

K x = 
X> 

"Zi 

L a precedente (31 bis) è riducibile alla fo rma seguente: 

K2 + r0 • A * E, = (1 — r . • e*51®) • ( - tg f ) [31 ter] 

I n t r o d o t t a u n a funzione ausiliaria = (Iv't — t g C)/{K2 + t g £), 
si po t r à iden t icamente in luogo della [31 ter] scrivere: 

r„ • e 6xx 
l i (®, r) = - 1 [34] 

che per b rev i t à sarà più vol te ut i l izzata in seguito come u n a vera e pro-
pria equazione di propagazione. Rec iprocamente dalla [31 ter] si t r ae 
la q u a n t i t à « t g ; », scrivendo: 

t g c = 
„ (5, x 
Ai r0 e 

d,x 
ìo e -

K* [35] 
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I n definit iva, med ian te questa [35] si po t rà , operando secondo la 
[26], esplicitare la funzione di x r appresen ta t a dalla [28], Dopo alcune 
ovvie riduzioni t rovasi : 

77 (x) = (K2 + K J / k • e')lX (1 + K?) + 2 K, K2 + (1 + K f ) • j 

[36] 

I n f o r m a più raccolta, la velocità del f ronte d 'onda (traccia) sul 
piano z = 0 è d a t a dalla formula seguente: 

(Vx) = j1- [37] 
1 + 1 n (x) a 

Si osserverà che de t to scalare è essenzialmente variabi le colla di-
s tanza, come si desume dalla stessa formula . Sol tanto a dis tanza infinita 
esso uguaglia quello della velocità V1 che deve ri tenersi u n a costante 
della propagazione. Se ne deduce che la dromocrona del l 'onda super-
ficiale (G^ sul piano limite è ce r tamente curvilinea e, al di là di u n a 
certa dis tanza critica, t ende as in to t icamente alla r e t t a della Fx . Da l 
pun to di vis ta fisico ta le conclusione implica la reale deformazione del 
f ronte d 'onda a con ta t to col piano limite. A prescindere dalle conferme 
sperimental i t r a t t e dallo s tudio di onde superficiali affini, v i sono consi-
derazioni energetiche che inducono ad a m m e t t e r e (per via teorica) che 
il f ron te d 'onda debba necessariamente deformars i a con ta t to colla super-
ficie limite, in qua lunque caso, e p e r t a n t o anche nel caso della ipotet ica 
onda p iana (*). 

§ 8. - Le equazioni finora t rova te , dalla [25 bis] alla [32] vanno con-
siderate come espressioni fo rma lmen te diverse di u n a stessa equazione 
di propagazione; in al t r i t e rmin i dànno la legge spazio-tempo cui ubbidi-
disce una per turbaz ione che abbia la costituzione dell 'onda (£,) , quando 
si a l lontana dal centro dal quale è scatur i ta . 

Da l pun to di vis ta dell 'elasticità si è certi che, in base alla [21], è 
impl ic i tamente soddisfa t ta u n a delle due condizioni imposte ai l imiti; 
cioè la non esistenza di tensioni di trazione nei luoghi (sul piano x — z) 

(*) Vedasi in proposito: C. S O M I G L I A L A , Sur la théorie des ondes sismi-
ques, « Comptes Rendus », 1 6 8 , 1 9 1 9 : ed inoltre: C . S O M I G L I A N A , Sulle 
onde di Bayleigh « Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino », voi. 53, 
1 9 1 8 . 
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in cui il f ron te d ' onda taglia il p iano z = 0 e, con essi, il sopra giacente 
asse x. N o n è meno agevole d imost rare che l 'onda s tud ia ta è tale da 
rendere soddis fa t ta la seconda condizione espressa dalla [20]. Yale a dire 
la non esistenza di tensioni tangenziàli sul p iano z = 0, alla d is tanza x 
dall 'origine, se a; è l 'ascissa del f ron te d 'onda . Deve essere p e r t a n t o sod-
d i s fa t t a la relazione ben no ta f r a le component i dello « s t ra in » tangenziale : 

»(«>) +
 a W 

5 X Z 
= 0 [38] 

Operando le necessarie sostituzioni, si perviene ad u n a equazione di 
condizione riducibile alle seguenti relazioni: 

[39] 

a2 W a2 0 
+ z a x2 a x Ì)X~ÒZ 

a2 0 
+ z a x2 

M u) a2 V a2 0 
òz 'ÒX'ÒZ a z2 

Operando sulla p r ima delle [39], t rovasi : 

a («•) = | _ 
3 X (Vila — uy) • Q e —<p 2 fc r] q e M 

) (ViY + Qe~<P + (Vrrf — tf) q e k<p j 

COS C + 

sin £ 

IM 
ì>z 

v — 2 h ?;3 y • q • e ^ \ cos f = | — (»?1 »?3 - a y ) Q - e 

+ j (Vi y + Va a) • Q ^ — (*"2 Va2 — y2) 1 J sin f . [40] 

Sommando colla [39], secondo la precedente [38], dopo aver intro-
do t to la sost i tuzione: 

Co = fc2 (Vi—V**) — ( a 2 —y 2 ) < « 
si ot t iene, a meno di u n fa t to re esponenziale che si elide 
equazione: 

Axì 

{ 
— (ViV*—ay) — 2hij3yB • e 1 ^ + 

- ( V i y + V ^ ) - Co R - e S l X } ( - tg a = 0 

[41] 

la seguente 

[41 bis] 

Operando ovvie riduzioni, da ques t 'u l t ima (41 bis) si ricava identi-
camente : 

C2 + Ci r . e 0 1 * 

— 1 
C0 i A S, x 

— rtt • e 
= t g f [41 ter] 

Vi V + V3 « 
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a condizione clic si intenda: 

e , ; C\ = 2 k ' h a A : [42] 
[Vi y + 1 J « y + % a 

C I 
alle quali si aggiungerà la identità: 1 = - ° - - facilmente dimo-
strabile. ™ + * 

Nella sua forma ult ima [41 ter] la precedente [41 bis] viene a coinci-
dere esat tamente colla [31 ter] posta più innanzi. Se ne deduce per tan to : 
G2 = K . i , G1 = K Ì . 

Si dimostrerà ora che K, = Kv Sostituendo nella [41 ter], al posto 
del monomio >•„ • e*1 x l 'equivalente valore — 1 / & dato dalla [34], od esplici-
tamente il rapporto espresso con: — (I\2 + tg £)/(-&'i •— tg £), si per-
viene alla equazione: 

[43] 
0 = j — m (Jf, — tg C) — 2 le rji a A • (JBT2 + t g £ ) | + 

+ {n (E, - tg C) + C„ • A (Iv2 + tg C) [ tg C 

dove per brevità si è posto m — — (j^ r]3 — a y) ed n = (r^ y -f- r/3 a). 
Ì5 necessario che questa equazione [43] sussista per qualunque coppia 

di valori x, t se tali essi sono da soddisfare le [25]. Si ricorderà che in det te 
equazioni le citate variabili non sono più indipendenti. Perchè la condi-
zione espressa dalla [43] sia verificata, occorre e bas ta che si annullino i 
coefficienti funzionali della [43], ovvero le espressioni chiuse f ra J |. Se 
ne traggono le due equazioni seguenti: 

m • (K, — tg C) = — 2 k Vl a A • (K2 + tg Q [43'] 

n • (K,— t g f ) = — C0 • A • (Kt + tg £) [43"] 

Dividendo membro a membro, consegue: 

m — 2 t ^ a 
V = " I G„| [ 4 4 ] 

Con che resta dimostrato in pari tempo che K 2 = K v Si osserverà 
qui che, utilizzando le precedenti conclusioni sarà possibile esprimere 
in una forma diversa la stessa [31 ter] dalla quale si era part i t i , scrivendo: 

i i \ x 
1 + >'o e 1 , „ 

^ • 7 — , W 
1—ne 1 
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ed in forma del t u t to esplicita, 

2 k ih a 14- >'0 e 
/ ' - • - = tg C [46] 

l C " 1 — r o e 1 

§ I). - La precedente relazione [44] può essere t rasformata in una 
equazione f r a i due soli parametr i 02 e le. Per ottenere ciò basta moltipli-
care e dividere il primo membro per la espressione (rixr\3 + ay), e ridurlo 
ad una fi-azione che contiene soltanto 02 e (Px. Operando si t rova: 

m • 0,(0/ — !) 
n 02(0/ — l ) L J 

Analogamente, dopo alcune ovvie riduzioni, t enu ta presente la [41], 
si ottiene dal secondo membro: 

— 2 kr^ai = 4 k 02 s 

| Oo-j (k2 + 0 / ) (1 — 0 / ) L' J 

Eguagliando f ra loro i secondi membri delle [47] e [48] si giunge 
alla seguente equazione in k e 02, di notevole importanza nella teoria 
dell 'onda (Si): 

4 k 02 

le2 4- 0.,2 V - • I • ,., [49] 

preferibilmente scritta in seguito nella forma di un trinomio quadratico: 

¥ - + 0 / = 0. [50] 
0/ — 1 

H o dato a tale equazione il nome di seconda equazione di s t ru t tura 
dell 'onda (<?,) perchè scaturi ta dalla seconda condizione ai limiti, imposta 
dalla ipotetica inesistenza di tensioni tangenziali sul piano limite z = 0, 
in conformità della [38]. 

Risolvendola in k, si t rova: 

4 - 0 / - 1 I 1 - J / 1 - 4 0/ [ ° 1 ] 

Questa [51] consente un'agevole tabulazione di le in funzione della 
sola 0-,,. Per det to motivo ho r i tenuta opportuna la scelta di 0, come 
parametro libero dal quale far dipendere t u t t i i r imanenti , nonché le 
altre grandezze numeriche legate comunque alle costanti elastiche del 
mezzo. In base a questo procedimento restano determinat i i limiti di 
variabilità di 0/ in dipendenza s ' intende della oscillazione che la teoria 
dell'elasticità prevede per la costante prescelta. Ricorrendo al coefficiente 
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di Poinnon, — che in questo ordine di ricerche svolge il ruolo di un vero 
e propr io modulo geotìsico, — il calcolo è il seguente. 

Dal la [9] si t rae la [17] per cui: 

* 2 = " f c 2 . [52] 
022 — 1 L J 

Per la seconda delle [18] si ha : 

, , 2 — — Te2 

v = Vi ' [53] 

Per (j = y2, deve essere 2 — &2
2 = 1; d u n q u e min • 02' = 1. 

Il valor massimo di 0 . / si r icava dal corr ispondente va lor nullo di a. 
Sussiste la relazione: 

k2 + m a x • = 2. [54] 

Anziché sosti tuire questo r isul ta to nella [50] e poi risolvere in $ 2
2 , 

è preferibile r icorrere alle approssimazioni successive. Si t rova in defini-
t iva essere max . &2

2 = 1, 9 4 1 2 2 . . . A p a r t e i calcoli, la convergenza 
dei valori è rapida . 

Nella Tabella I , che segue a pag. 15 sono s ta t i raccolti , per ques ta 
p r ima specie di onda, valori discreti p e r i pa ramet r i più impor tan t i , e cioè: 

h, k2, »!2, v2
2, vlt v2. 

Tabella I . - O N D A D I l a S P E C I E (E^). 

'hx (*) 1. 1,1025 1,2100 1,4400 1,6900 1,9412 p a r a m e t r o 
l i b e r o 

K 0. 0,0255 0,0606 0,1108 0,1753 0,2491 (51) 

K2 0. 0,00065 0,0037 0,0123 0,0307 0,0621 

in2 oo 10,6928 5,7442 3,1709 2,4047 2,0000 (17)=(52) 

IT 0,5000 0,4483 0,3496 0,2697 0,1440 0,0000 (53)=(18) 
V 2 21 1. 0,9993 0,9969 0,9915 0,9818 0,9680 (14) 

®21 1. 0,9974 0,9985 0,9957 0,9907 0,9839 (14) 
V 2 "il 0. 0,0929 0,1736 0,3056 0,4051 0,4782 (13) 

«11 0. 0,3084 0,4166 0,5528 0,6465 0,6915 

X 0. 0,11503 0,2671 0,8540 24,7196 oo 

(*) Dei (lue indici, il primo riguarda il significato fisico del parame-
tro, il secondo la specie ( l a e 2a) dell'onda. Dove non vi è possibilità ili 
equivoco, il secondo indice viene omesso. Soltanto per k l'unico indice 
(1,2) deve essere attribuito alla specie d'onda. 
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ed infine il rappor to o f ra le costanti elastiche del Lamé. I valori tabellari 
sono stat i , o t tenut i t u t t i con calcoli diretti , procedendo dal paramet ro 
libero 02

2 , entro i limiti di oscillazione previsti dalla teoria. La Tabella 
offre la possibilità di determinare valori intermedi dei parametr i suddett i 
col sussidio della interpolazione. Sovra tu t to per i valori di a, prossimi 
a quelli comunemente ammessi nei calcoli geofisici, la interpolazione dà 
soddisfacenti risultati . 

§ 10. - Per la [34] era s ta ta stabilita una implicita equazione di pro-
pagazione : 

r„ e • f = 1 [55] 

che sarà utile qui richiamare. Dimostriamo che al tendere di x ad un certo 
valore finito, il corrispettivo valore di f è l'unità. Anzi tu t to è ovvio, 
dalla stessa [33] che per tg è f - > l . Per la [25] sussiste infa t t i la 

r - j iìi i ' 
relazione: t g f = - - 1 „„ dalla quale appare chiaro che per tg £-»• oo 

12 • (ti- l ) 
deve necessariamente essere F., -> 0; (con P l + H- J \ 0.) 

Per la 2a delle [24], al limite e per una certa (x), sarà verificata la 
equazione: 

(— Q Tj | • 2Vla + [qTn\ • (krhrh — ay) = 0. " 

Questa soluzione particolare, x = (x), ci consente così di impostare 
una relazione f ra i paramet r i noti, che si può trascrivere nel modo se-
guente : 

cjJT^ _ 2 Vla | . [56 big] 

Q T, k2
 Vl — a y 

Tenendo ben presente che <$! = (1 — k) 1-)„ (sul piano 2 = 0). 
Alla particolare ascissa (x), che soddisfa le [56] e la [56 bis],corrispon-

derà necessariamente un certo valore del tempo (<), ricavabile dalla 
stessa equazione di propagazione, ovvero dalla dromocroma dell 'onda. 
Osserviamo a questo punto che, per essere lim (À) = 0, puntualmente 
sarà verificata l 'equazione [23] per x = (x). Cioè sarà: 

firn ( - ^ ) = H2 [57] 

* - » • ( * ) 

La [56 bis] può anche scriversi nella forma: 

q Tu 
QTt 

= A; [58] 
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dove si è indicata con la lettera A la costante già definita colla pr ima 
delle [33], e che si identifica col rapporto a secondo membro della [56 bis]. 
Ciò posto, è opportuno riprodurre la [57], utilizzando le sostituzioni pre-
cedenti. Ciò si farà t raendo dalle [24] le J i e 1 \ le espressioni relative. 

Si avrà, dopo ovvie riduzioni, la seguente relazione parametr ica: 

(a2 — r £ ) — è k J r ì l r + ^ «) = _ H , r 5 9 , 
(/ — + Ak ( w + ri, a) 

Sviluppata e r idotta , è questa l 'equazione da me chiamata I" di 
struttura. Essa non contiene le variabili x, z, t, ma collega fra loro tutti i 
parametri fisici dell'onda, in modo implicito od esplicito. — Osservato 
che, dopo aver effet tuato alcune ovvie riduzioni, si può scrivere: 

= 2 
0 2

2 + 7f2 ' 

la equazione I a di s t ru t tura , non meno impor tante di quella 2a t rova ta 
in precedenza, [50], si presenta nei termini seguenti: 

0i2 — 0 2
2 + H* (1 — <ZV 02

2) = (1 — 0 r ) 0 / [60] 

dove, per brevità, si è posto: 

0 , 2 = 
2 k 0 , - • (H* — 1 ) 

/,-2 I (fj2 [61] 

§ 11. - La [60], risoluta in ci consente di esplicitare questo para-
metro di notevole importanza nella teoria dell 'onda (&). Troviamo: 

m — <ZV — 0 2 
0,2 = ? ?— [62] 

TI, 0/ — 0-.[ — 1 L J 

Si comprende come uno studio della correlazione esistente f ra le 
costanti elastiche del mezzo ed i vari paramet r i usati in questa teoria, 
debba preferibilmente impostarsi sulla scelta di uno di essi come libero: 
la scelta è caduta du 0 2

2 e si giustifica con la considerazione che, nel 
campo fisico, la oscillazione del valore numerico di det to parametro 
è minima. 

Donde il r iferimento prescelto, delle grandezze fin qui esaminate in 
funzione di re t ta od indiret ta di 0 2 , come si deduce dalla precedente 
Tabella I . 
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Per gli sviluppi ulteriori si ricorderà che le [18] dànno ancora luogo 
alle relazioni formal i : 

Hl\* .... ÌJh . J M 2
 = 0 i 2 

al \ rj3 a ) 0/ 
[63] 

a I \ y ) 

2 71 
che, u n i t a m e n t e alla [11 bis] dànno: a = ; della quale 

L 1 1 + 0/ 
ci si può valere, consentendoci di de te rminare i coefficienti di smorza-
men to ryu r/:) (e di conseguenza gli analoghi ex, e2) in funzione della lun-
ghezza d 'onda L, di 0l e 0,,. Le formule a d a t t e al caso sono le seguenti : 

0 x 2 71 
Vi 0, L ]' 1 + 0* 

1 6 3 1 

V» 0 02 

en t r ambi fac i lmente collegabili con la velocità di fase V l e col coefficiente 
li, quando siasi conosciuto il periodo T, del l 'onda ed il r appor to di Poisson 
del mezzo (a), o t t e n u t o a t t raverso le formule [16] o [17]. 

Si osserva qui che la [59] può essere anche pos ta sot to u n a fo rma poco 
diversa, scr ivendo: 

H2 — 02
2 H2 

0,2 = 2 1 rei] 
H 2 0 2

2 — 1 L J 

quando si r i tenga 

1—2kj (k2 + 02
2) k2 + 02

2 —2 k 
Hi' = 

1 — 2 k 02
2 / (k2 + 02

2) k2 + 02
2 (1 — 2 k) 

Perchè si possa ritenere nullo 0 / , dovrà pe r t an to verificarsi la con-
dizione necessaria: H2jHi

2 = 02
2. 

Queste relazioni saranno riprese in seguito, a proposi to delle formule 
di s t r u t t u r a del l 'onda di 2a specie. 

§ 12. - Nei precedent i paragraf i si è visto come, valendoci oppor tu-
n a m e n t e delle condizioni ai limiti, e r iferendoci al p iano z = 0, sia s ta to 
possibile r icavare due i m p o r t a n t i correlazioni, cost i tui te a p p u n t o dalle 
equazioni [50] e. [62], 
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La [50], nella forma di una l a equazione di struttura dell 'onda («Si): 

J' i + ^ = ° 

esprime infat t i una relazione analitica f ra i numeri le e 0 , ; parametr i 
già indicati come fondamental i (v. § 1 e segg.). 

La [62], nella sua forma di 2a equazione di struttura della stessa 
onda (61!): 

H 2 — 0 3
2 — 0 , 2 

0, 2 = — — . [651 
# 2 0 , 2 — 0 3

2 — 1 1 J 

Perchè si abbia un'onda della l a specie ( Si), deve essere soddisfatta 
la condizione: 0 < 0 t < 1. 

Codesti parametr i 0 2 , k, rappresentano, per ogni mezzo che abbia 
determinate costanti elastiche, delle grandezze invariabili. Esse dunque 
entreranno nelle formule che definiscono le componenti degli spostamenti 
totali di un punto qualunque del mezzo potenziato dall 'onda superficiale 
progressiva. Peral tro la conoscenza delle espressioni esplicite di det te 
componenti è necessaria per le ricerche relative alle curve orbitali di cui 
sarà det to al § seguente. 

Come è noto dalle [4] gii spostamenti total i sono definiti dalle rela-
zioni: 

(love la W, in termini reali, è la funzione = — Q cos f 

dove la 0, in termini reali, è la funzione = —• q e sin f 

Operando secondo le [66] si perviene alle espressioni seguenti: 

(u) = — (()• e ^ a + q e~k(p k rj3) sin £ + (Q — q e'k<f y) cos £ 

(io) = -(Q - <r't> y + q e~ 'k,f k JJx) sin £ + (Q — 1 e~k<P a) cos £ 

[66 bis] 

Introducendo alcune sostituzioni e riducendo si ott iene: 

(«) = — • j 0 2 sin C — cos £ J ; 

M = + • j 0 i 02 Xx sin £ + X2 cos f J ; 
[ 6 7 ] 
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dove si è posto: 

7 t> flK-l— 
= ^ ( l - * ) ; X a = ^ (1 + 0 2 R . [68] 

essendo Xx e X 2 due funzioni delle coordinate spaziali x, z. 

Le espressioni [67] possono semplificarsi di più tenendo presente che 
2 71 

a = col l ' in t rodurre , in luogo di (u), (w) i simboli equivalent i : 
L J/1 + 3V 

u • B0, w • B0. — Si porrà altresì: 

L 0 , ] / 1 + & 2 

I n defini t iva abb iamo per le due component i degli spos tament i locali 
le seguenti espressioni: 

u = — 0 2 Xx sin f + 0 2 X 2 cos 4 

iv = 0 ! 0 2 X ! sin f + X 2 cos f 

dalle ([Utili si r icavano cos f e sin f , scrivendo: 

w + 0 ! M 

[69] 

X 2 (1 + 0!2) 

U — 0XW 

= cos C [70] 

= — sin f 
02 X , (1 + 0 , 2 ) 

Quad rando e sommando t rov iamo l 'equazione: 

(to + 0X u)2 (« — w f 
X2

2 (1 + 0*) + X , (1 + 0») 1 J 

che, sv i luppa ta e r ido t ta , dà la relazione, che occorreva in definit iva 
conoscere, f r a le component i di spos tamento e le funzioni t rascendent i 
X j e X 2 della d i s tanza : 

u2 (X2
2 + Xl* 0/ 0,2) + w* (02

2 X x + 0 , - X2) + 

+ 2 0 ! (02
2 — X2

2) u io = 0 2
2 (1 + 0 t

2 ) • Xi2 X2
2 [72] 

Dal la qual f o r m a la medes ima è riducibile in t e rmin i generali alla 
ben n o t a espressione: 

au u2 + «22 w2 + 2 <i12 m w + «33 = 0 [73] 
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caratteristica di una conica a centro, nella quale si è posto, per brevità: 

« U = W <ZV tfv + 'X,*) «22 = ( X 2 0 2
2 + X 2

2 

«12 = <P* (X* 0* — X 2
2 ) « 3 3 = — , ( 1 + 0S) • XS X 2

2 • 0 / 

Il discriminante A /a33 = (a u «22 — a2
12) = .433 è l ' invariante quadra-

tico. Esso vale: 

A33 = 0 2
2 A 7 X / (1 + 0 i 2 ) 2 > 0 [ 7 5 ] 

Evidentemente la conica è un'ellisse. Essendo poi nulli i coefficienti 
a1 ed «3, il centro dell'ellisse cadrà nell'origine degli assi di r iferimento; 
per tanto in questo caso si av rà A33 = |«33|. 

§ 13. - Possiamo determinare l'angolo 0 di cui la coppia primit iva 
degli assi cartesiani deve ruotare nel senso positivo per coincidere cogli 
assi x' e y' (principali della ellisse orbitale). Dovrà essere per tan to : 

tg 2 0 = 2 f t 1 2 [76] 
«11 «22 

2 0 
E agevole verificare che tg 2 0 = ^ o = costante per un dato 

mezzo. Se ne ricava: (v. fig. 3). 

0 = are tg (— 0,), [77] 

r isultato molto impor tante per la teoria dell 'onda (6), sovratut to per il 
A 

significato cinematico che la grandezza angolare 0 ha nei riguardi della 
propagazione, come si vedrà più chiaramente in seguito. 
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§ 14. - Occorre ora t rovare l 'equazione ridotta della ellisse orbitale, 
cioè l 'equazione della ellisse medesima riferita ai suoi assi principali. 
Poniamo anzi tu t to i simboli seguenti: 

Io — «a + «22 = invar. lineare = ( X / 0 2
2 -f X2

2) (1 + 0 / ) 

'/„ = «u — «22 = — (1 — 0L
2) (X!2 0 2

2— X2
2) [80] 

«33 = «11 «22 — «2,2 = invar. quadrat . = 0 2
2 -^V X2

2 (1 + 0X
2) 

La soluzione si t rae dalle radici dell 'equazione quadrat ica: 

(f — Io g + ^33 = 0 [81] 
che dà: 

/ -
2 9 l = 7 . ( 1 + | 1 - 4 g ) [82] 

2 g2 = 7 0 ( l - | / l - 4 J ) t 8 3 l 

Trovate le quali radici, si ha l 'equazione r idot ta della ellisse orbitale 
nei termini seguenti: 

(W ' ^ + Ì M > - = 1 . [84] 
«33/01 «33/02 

Le due variabili al numeratore stanno a significare che per ora si 
lascia indeterminata l 'at tr ibuzione delle rispettive grandezze agli assi 
omonimi. Evidentemente, per avere soluzioni reali occorre che sia veri-
ficata la condizione: 7„2 — 4 a33 > 0. Ossia: 

(X^ 0 2
2 + X / ) 2 — 4 XV X2

2 0J> > 0. [85] 

immedia tamente riducibile all 'al tra: 

(X t
2 0 2

2 — X2
2)2 > 0 

che è cer tamente soddisfatta in qualunque caso. 

§ 15. - Possiamo ora dare una forma definitiva, e più semplice alla 
equazione r idot ta della elhsse orbitale di cui alla [82], Ciò si ottiene ridu-
cendo la espressione relativa agh assi principali in cui si presenta la 
quant i tà : 

4 a,, 
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E facile cons ta tare che la p r e d e t t a grandezza G, f a t t e le dovu te 
sostituzioni, si t r ova essere d a t a da : 

T l l f i ! T ! 
n RQTI 
G = X x . <z>2* + x , [ 8 7 ] 

In conseguenza si r icava: 

K(I + = I t ^ T W ; 1/2(1 = [88] 

N o n res ta che operare le necessarie sostituzioni nella [83] per t ro-
va re la lunghezza generica degli assi, cui p rovvede la forinola con dop-
pio segno: 

= ± 0 , [ 8 9 ] 

L'equazione della ellisse sarà in definit iva la seguente: 

[(«), M I 2 , [(«), («)]' = , r q o r 
BO0.1?X1*(1 + 01*) J: B0 X f (1 + 0?) L L 

Si era lasciato inde te rmina to l ' abb inamen to degli assi principali 
alle singole direzioni delle component i di spos tamento (u) e (w), f e rmo 
res tando l 'o r ien tamento della coppia principale (x', z') de te rmina to dal-

A 
l 'angolo (x, x') = — 6. 

Ora si può risolvere la indeterminazione col procedere ad accerta-
m e n t o delle lunghezze che si devono a t t r ibu i re r i spe t t ivamen te agli assi 
della coppia (x', z'). 

Dalla equazione [73], nella sua f o r m a generale: 

«ii w2 + «22 W'1 + 2 rt12 u • w + «3:1 = 0 

si può t r a r re u n criterio geometrico che consente il calcolo delle lunghezze 
specifiche dei due assi x' e z'. Si consideri un raggio r' uscente dal centro 
della conica, con equazione z = — 0X x. Questo raggio coinciderà con 
l 'asse x'. Facendo lo stesso col raggio r " rivolto verso le « positive, lo 
si po r t e rà a coincidere con l 'asse z' (v. fig. 4). 

L a intersezione di r' con la curva dà u n pun to P' di ques t ' u l t ima ; 
la intersezione d i r" da rà u n a l t ro pun to P " , t enendo presente che il 
raggio r" ha per equazione z = ® / 0 u 
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La seconda re t t a taglierà l'ellisse nel pun to P " . Cogli usuali procedi-
ment i si determinano le distanze CP' e CP"\ si t rova: 

CP\ = — «33 (1 -
- 2 a12 0, ' 

CP2,, = — «33(1 + ^l2) 
« n ^ r - >0i 

Donde il rapporto: 

= i M ^ h ^ L [92] 
* A-2 «il + «22 01 — 2 a12 0 , 

Piut tos to che determinare dire t tamente tale rapporto, converrà 
esaminare la differenza: 

F a t t e le necessarie riduz. e sostituz. trovasi: 

D = J (1 + 0,2) + 4 0 t
2 j (X21 0 , 2 — X2

2) [93] 

È chiaro che Z> sarà % 0, se si potrà dimostrare a l t re t tan to del 
fa t tore (Xx

2 0 , 2 — X,2). 
Sostituendo ancora si ottiene: 

B = j (1 + 0j2)2 + 4 0X
2 j (02

2 — le) e~2rp • li [94] 

0 2 — 1 
dove si e posto li = vi —B-, inoltre: m = < 1 

K 
Si possono dare t re ipotesi: 

m _ m _ m 
R > 1 > R = 1 ' P < 2 
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La prima ipotesi ammet t e t re sottocasi distinti; 

a) mIR > ep(l~k) ; b) m/B = e * ^ ; c) m / E < ev{1~k) 

Limitiamo la indagine a quanto accade sul piano limite z = (), poten-
dosi le conclusioni estendersi all ' intero piano radiale. 

Nel caso a) si avrà h > 0, in quanto la ascissa è compresa f ra x — 0 

ed x„ = In . 0
 Vl (1 — k) R 

Nel caso b) si avrà li = 0, l'ascissa dell 'onda è x = xc. 
Nel caso e) si avrà h < 0; il campo di variabilità dell'ascissa è illimi-

tato, perchè va da x0 all'oo. 

La seconda ipotesi, m/R = 1, dà soluzione nulla, perchè x = 0; 
non vi è propagazione. 

La terza ipotesi mlR< 1 è anche da respingere perchè darebbe luogo 
all 'assurda relazione: 

1 T m — x — in -— 
ViiX—f . n 

che contrasta colla ipotesi da t t a di uno spostamento radiale nel senso 
positivo della x. 

§ 16. - I n riassunto: 

Segnata sull'asse di propagazione un'ascissa x. = -• * In ---, 
Vi ( ! — «0 lx 

essa divide il campo seminfinito di propagazione dell 'onda (Si) in (lue 
part i : S' e S" (v. flg. 5). 

L s" f i ' U 

/ 
0 

oo r] 

Z'J j : 7 
x>xc z / 

7 ; v 
• Xc -ri 

TU» 

Fig. 5 

Nella pr ima di esse, compresa f ra l'origine degli assi e l'ascissa xc 

il rapporto degli assi [Ax / A2\. > 1. I n altri termini la componente secondo 
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x' supera quella secondo z'. I n xc le due componenti si eguagliano. Nel 
secondo t r a t to di lunghezza infinita 8", per ascisse x > xc , la compo-
nente verticale prevale sull 'altra. 

Quest 'onda ( 6j) ammet te dunque una peculiare modificazione cine-
matica, to ta lmente dovuta alla sua s t ru t tura , ed assolutamente indipen-
dente dalle proprietà elastiche del mezzo. I n funzione della distanza 
essa onda, pur mantenendo invariata la inclinazione dell'ellisse orbitale 
sull'asse di propagazione, si deforma in modo da far variare entro larghi 
limiti il rapporto metrico degli assi stessi. 

Nello stesso tempo gli assi principali della ellisse orbitale si accor-
ciano entrambi con legge esponenziale di estinzione. 

L'equazione della ellisse orbitale è quella che si ricava dai già noti 
sviluppi. Tolta ogni indeterminazione nei riguardi delle componenti (u) 
e (w) in base ai risultati e della precedente analisi, si potrà scrivere defi-
ni t ivamente: 

Con quelle avant i esposte, le caratteristiche di quest 'onda superficiale 
( Si) sono le seguenti: 

a) dispersione anomala-, 

b) velocità di fase teorica costante-, V1 = Q„ (1 — 07~)li2: sul piano 
limite del mezzo (z = 0) variabile colla distanza con legge: [28]; 

c) inclinazione costante di ciascuno degli assi principali dell'el-

lisse orbitale; con angolo di inclinazione x x = -— 0 = are tg (— (I\). 

d) rapporto degli assi [AXIA^ = o*, variabile colla distanza. 
Esa t t amen te si ha: 

Teoricamente il rapporto degli assi conserva un valore finito anche 
a distanza x = oo secondo la formula qui sopra: sarebbe cioè lini o = 1c/0.,. 

In realtà i valori delle ampiezze degli assi dell'ellisse orbitale differi-
ranno notevolmente da quelli calcolati, concorrendo altre cause ad acce-
lerare il processo di assorbimento dell'energia trasferita coll'onda. 

[94] 

(0,1 li) exp i ./• ,„ (1 - A-)] - A- [96] 
z=o (1/J?) exp. [— xVl(l — A-)] — 0, 

ce 
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P A E T E I I 

§ 17. - Nella par te pr ima di questo studio è s ta ta presa iu esame 
un 'onda superficiale le cui caratteristiche souo s ta te poste in rilievo e 
discusse nei §§ precedenti, nonché riassunte nell 'ultimo di essi. 

Accogliendo ora, in luogo del gruppo di condizioni indicate coll'or-
dinaJe (IV) di cui alla 5-bis, § 2, quello indicato con l 'ordinale (II), 
ancora sussisterà la equazione fondamentale [5]: 

a condizione, s ' intende, che col rendere di r]1 a zero, t]3 tenda altresì a zero. 
In tale supposto, fisicamente ammissibile, conseguiranno dei cam-

biamenti formali nelle relazioni già discusse, inferenti t u t t av i a nella s trut-
tu ra fisica dell 'onda, come si vedrà analizzando i rappor t i f r a le gran-
dezze, fJ\, 0 2 , a, y, fc, dalle quali in definitiva t u t t e le al tre si fanno dipen-
dere. 

In forma simbolica, questo caso I I , consevata ogni validità alla [5], 
si potrà esprimere scrivendo : 

Si è voluto qui aggiungere un secondo indice (numero 2) ai ben noti 
parametr i e per porre in evidenza che si t r a t t a del secondo dei casi possi-
bili: 0 n # 0; <Z>12 = 0. 

Come è evidente le deduzioni [97] non contrastano colla [5] su 
riportata; tu t tav ia la onda (d?2) carat ter izzata dalle nuove posizioni cosi 
formulate, presenterà differenze notevoli di s t ru t tu ra rispetto alla (6^). 

Anzitut to l'ipotesi 0 1 2 = 0 conduce per sè stessa ad una particolare 
classificazione. Scrivere 0 1 2 = 0, equivale a porre nella [76]: 

avendo denominato 0 l'angolo di cui devesi far ruotare (nel senso negativo) 
la coppia primitiva (x, z), per farla coincidere colla coppia (x', e'), v. fig. 6. 

Vi a+ V»Y = 0 

\ Vi / Va 
y 

[97] 

[98] 
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Ment re l 'onda (Si) a m m e t t e un caso l imite (teorico) per 6 = 0 , 
si vede ch ia ramente che l 'onda (Si) non ammette alcuna variabilità del-

A 
l'angolo 6, che è costantemente di 90°. 

X=XC x>xc II lì*
 

N
i 

z / ; 

x J ! 'p 1 
r ~1 1 •mima J 

'7 

Fi"'. 6 

Nel caso del l 'onda (S2), la conica orbitale è r i fer i ta ad assi principali 
r uo t a t i in modo da conservare d i re t ta la maggiore componente (verti-
cale) no rma lmen te al p iano limite, e ciò da x = 0 fino all ' infinito: la 
d is tanza critica xc nel caso della (S2), è a p p u n t o inf in i tamente grande, 
come è da a t t enders i col convergere di rj1 a zero, secondo le [97] e formule 
conseguenti del § 15. 

§ 18. - Nelle equazioni della curva orbitale questé posizioni dedu t t ive 
sono implici te e del t u t t o formali . Rich iamando le pa ramet r iche [70], 
si era t rova to , v . § 12, in generale: 

w + w 0\ 
X T ( 1 </V) 

u — w (J\ 
~xT(i + 0 / ) 

--- cos C 

= — sin f 

[99] 

[99 bis] 

con U) w = ( u ) / B 0 ; ( w ) j B 0 , risp. 
Dalle [99] e [99-bis], dopo aver operato lo scambio nominale degli 

assi di r i fer imento delle component i ed in t rodot to , in base alle posizioni 
del pa ragra fo preced. 0 l 2 = 0, si ot t iene: 

1 j (wY , i (u)2 

B 0 X22* 
W i . [100] 

I n ques ta equazione si deve in tendere a t t r ibu i to al simbolo X12 , 
risp. X22 , il valore definito dalle espressioni: 

I R 
X12 = e —Vi 1 — 

0,, 

X,, = é - ^ i l - 022R • ^ M 

[101'] 

[101"] 
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Si è scrit to <p2 = r/! x + rj3z = rj3 z, per distinguere il valore che la 
funzione cp assume col tendere di rji a zero. I m p o r t a n t e conseguenza è che, 
nelle onde (ó>2) i coefficienti funzional i Xl2 e X22 variano soltanto colla 
coordinata z: a l t r imenti , r ispet to alla x si comportano da vere e proprie 
costanti . Come sarà d imost ra to in seguito, dalle ipotesi [97] scatur i ranno 
a l t re conseguenze relat ive ai pa ramet r i carat teris t ici della propagazione. 
Ad es. differiranno fra loro li\ e À-2; altresì 0 2 1 e <Z>22; F x e V2, ove si in tenda 
con F j la velocità di fase dell 'onda (£)! definita dalle [11] e [13], e con F 2 

quella, per ora incognita delle onde (é?2). Le differenze relat ive sono tu t -
t ' a l t ro che lievi: su t u t t e influisce il f a t t o che i l imiti di oscillazione del 
pa rame t ro libero <Z>, non sono gli stessi per i due t ip i di onda. Res teranno 
invar ia t i nei calcoli, come costanti assolute, le note grandezze legate alle 
costant i di Lamé. 

È impor tan te osservare che, riferendo il moto orbitale ad u n a par t i -
cella del mezzo s i tua ta sul piano limite, z — 0, il r appor to degli assi prin-
cipali della ellisse ver rà espresso dal rappor to : 

X„ 1 + 022 R 
o, = • - — = --—— = costante 

022A12 022 +k2R 

se il mezzo è a t t r aversa to da un 'onda (6'2). 
Nel caso dell 'onda (6X) si è già visto che l 'analogo rappor to f r a il 

semiasse x' e quello delle z' era da to da [96]: 

+ KR „ 
oi = —— = — n — = nuiz . di x. 

X 2 l -XV^-H + R 

Le formule precedenti giustificano l 'uso del doppio indice. 
Si può concludere a questo pun to che sono s ta te de te rmina te alcune 

impor tan t i carat ter is t iche della ellisse orbitale provocata nel mezzo dal 
passaggio di un 'onda di seconda specie. Nei §§ seguenti ver ranno esami-
na t e le relazioni cui danno luogo le due equazioni di s t ru t t u ra , formal-
mente comuni ai due tipi di onda, ed alcuni legami esistenti f r a i para-
met r i noti e le costant i elastiche del mezzo. 

§ 19. - L 'onda tipica di 2 a specie è un 'onda superficiale la cui capaci tà 
dissipat iva nei confronti dell 'energia v ibra tor ia può dirsi nulla o trascu-
rabile nel senso della propagazione radiale; finita invece ed apprezzabile 
nel senso della profondi tà misura ta normalmente allo s ta to condut tore . 
Queste carat ter is t iche cost i tut ive appaiono comuni alla cosidetta onda 
pura di Rayleigh; si osserva t u t t a v i a a ta l proposito che l 'onda ( S2) della 
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2a specie se ne differenzia notevolmente e per più mot iv i : a) per il f a t t o 
anz i tu t to che l 'onda di Rayleigh non è dispersiva-, b) perchè le due onde 
obbediscono ad equazioni diverse ed hanno diversa velocità di fase; e) per 
a l t re carat ter is t iche di cui sarà de t to in seguito. R iprendendo gli sviluppi 
analit ici re la t ivi a l l 'onda generica di l a specie, esamineremo anz i tu t to i 
cambiament i formal i delle cosidette equazioni di s t r u t t u r a — di cui ai 
§ I l [62]; e § 9 [49]. L a pr ima di esse, nell ' ipotesi 0l2 = 0, dà luogo al-
l 'equazione: 

0\2 = H2 — 0\2 — (]i\„ = 0 [103] 

L a seconda di de t te equazioni res terà invar ia ta non contenendo 
espl ic i tamente <2>,. Essa si scriverà in tal caso nella fo rma seguente: 

(<Z>2
22 + h) • (0\2 — 1) = 4 fc 0\2 [104] 

Dal la precedente [103] si r icava: 

<i>\2 = m — 0 \ 2 [105] 

e, poiché per la [61] è anche: 02
32 = ^ (H- + l) conf rontando 

A'"j -f- 0 22 
la [105] con ques t 'u l t ima, nonché tenendo presente la [104], si giunge 
alla i m p o r t a n t e relazione: 

0\* = H 2 - 0\2 = - % (IL - 1 ) [106] 
1 ! I ™ 2! 

ovvero per la [49]: 

(f) 2 1 
H2 — 02

22 = 22
0 (H2 — l ) [106 bis] 

Ricordando infine che H 2 = 1 + 2 y , per sosti tuzione si h a : 

1+2 f ; - 0\2 = (0\2 - 1 ) • | 

ovvero, risolvendo in ~~ : 

u 0K« — 1 1 — 2 a s r i n 7 1 

1 = 3 — 0\ = 2 a {a = °0eff- Poissou)- [ 1 
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§ 20 - A questo punto importa avvert i re che i valori numerici eli 02
22 

che soddisfano le relazioni ti 'atte dalla [105] o solamente compatibili con 
la [105] e colla [103], non possono coincidere coi valori di 0 2 t r a t t i dalle 
predecenti equazioni nella ipotesi <J\ ^ o. Per distinguere appunto i 
valori di 0 2 di una e dell 'altra specie d 'onda, dalla relaz. [100] in avanti 
si è f a t to ricorso costantemente al doppio indice. 

Con riguardo alla forma, si è così t rovato per l 'onda ( S2): 

0\2 = H2 —- 0 > , [105 bis] 

H2 — 0\2 = 0" 2 2 1 (H, — 1) [106 bis] 

0\ì — 1 1—2 a [107 bis] 
1 3 — 02

22 26 

Dalle quali si potranno dedurre altre, f r a cui le seguenti notevoli: 

1 1 0 8 1 

3 — 

— ' 1 1 0 9 1 

Da quanto precede è appena necessario avvert i re che colle onde di 
seconda specie sono mutati i limiti di variabilità del parametro libero 0 2 . 
In fa t t i il valore di a = 1/ i (coefficiente di Poisson medio) si t rova corri-
spondete al valore 02

22 = 2. Al valore minimo ammesso dalla teoria per 
il coefficiente di Poisson positivo a — 0, corrisponde 0 ' \ 2 = 3. Coinci-
dono f ra loro soltanto i valori di 02

2 1 e 02
22 per a = perchè ent rambi 

uguali all 'unità. Riceverà da qui in avant i l 'indice 2 anche k, se r icavato 
in funzione di 0 2 2 dalla equazione analoga alla [50] valida per le onde 
della 2a specie. 

0"22 — 1 

Consegue infine che le velocità specifiche y22 e v12 dovranno differire 
anch'esse da quelle analoghe t rovate per le onde di l a specie, vn e v2l. 

La relazione [17], — valida come si è visto per l 'onda di l a specie —, 
esprimibile con il rapporto: 

= |R2 [ m ] 

0221 — 1 
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non lo è più per l'onda di 2" specie; per quest 'ult ima è invece valida la 
seguente: 

v\2 0 2 + 1 
V = ^ = V-2- [112] 

V2n <Z>222 — 1 

Se ne deducono altresì le ovvie relazioni seguenti: 

®221 / ^22 \ „ ffl2 + 1 

§ 21. - Cerchiamo ora [i valori espliciti «2
22 e v2

l2, velocità specifiche 
delle quali per ora conosciamo il solo rapporto. Poniamo, indicando con 
y~ un moltiplicatore incognito tale che: 

r2
22 = ——1 —— y2 ; ®2

12 = - 1 y2. [114] 
02

22 — 1 x ' 02
22 + 1 A L J 

Sappiamo che dev'essere, in questo caso, valida formalmente la [15]: 

1 — v\2 

Per tanto si avrà: 

1 -

1 - „ * 
<Z>2

22 + 1 

donde una equazione in che risoluta dà: 

| _ W ~ 1) (1 ~ [ 1 1 6 ] 
% (^22 + 1) - ( 0 \ 2 — 1) 

riducibile alla seguente espressione: 

^ = + [H6 bis] 

Se ne ricavano diret tamente i valori di ®2
22 e »2

12: 

v\, = = • - ( i - *.•> l i » ] (p\2 — 1 IR2 — k2 IR2 — k 

V2 _ JLz~.Al_ [118] 
® 1 2 ~ ffi2 - fc2 • 
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Ovvero, poiché r2
22 = Vt*/Q\-, v2

n = Vi
2/Q1

i, si h a in definit iva 
per la velocità di fase del l 'onda (&2): 

U l , [119] 

come era da a t tenders i . 

§ 23. - P e r t a n t o si po t r à calcolare u n a Tabella dei valori di kt, k2
2, 

Ili2, cr, v2
22, V\2, V22, »12, ana logamente a q u a n t o si è già f a t t o per l 'onda ( 6,) 

colla sola avver tenza che nel caso della ( G2), il p a r a m e t r o 11)2 deve essere 
calcolato necessariamente colla fo rmula [112]. I r isul tat i sono raccolti 
nel prospet to della Tabella I I . 

Tabella II . - O N D A (&, ) . 

<t>2. 

h 2 

i- 2 "2 
115 2 

a 

v 22 

12 

l l 

X 

1,0000 1,5000 2,0000 2,5000 3,0000 > 3 

0. 0,1264 0,2583 0,3988 0,5505 

0. 0,0159 0,0667 0,1591 0,3031 

oo 5. 3. 2,3300 2. 

0,500 0,3750 0,2500 0,1250 0,0000 < 0 

1. . 0,9966 0,9545 0,9071 , 0,8213 

0. 0,1993 0,3182 0,3893 0,4106 

1. 0,9983 0,9769 0,9525 0,9063 

0. 0,4464 0,5641 0,6239 0,6408 

0. 0,3333 1,0000 3,3333 oo 

I n questa tabella' si è calcolato: 

ili2 colla formula [112] — a colla fo rmula [109] 
v\2 » » [117] — v2

12 » » [118] 
M 1 f222 — 1 r i A 7 , 

T " " i B
2 _ 2 138 > [ 1 ( ) ' ] 

Com'è facile verificare, la fondamenta le relazione [15] che esprime 
k in funzione delle due veloc. specif., non perde la propr ia val idi tà for-
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male anche se le due velocità specifiche sono quelle indicate pei' le onde 
della 2a specie. I n f a t t i si h a ident icamente : 

i - * 
1 — v2

22 IR* — k,1 

i — 
IR2 — A-22 

Dal confronto dei valori t rova t i per i medesimi pa rame t r i delle onde 
(<Si) ed (G2) si può dedurre che l 'onda di 2a specie è u n poco più lenta 
di quella di l a specie. 

§ 24. - La va r ia ta ampiezza di oscillazione del pa rame t ro livero <Z>2
22 

r i spet to a 02
21 , pone il quesito della relazione esistente f r a i due paramet r i . 

È facile t rovar la r iferendosi a qualcuna delle costant i elastiche del mezzo 
espressa in funzione del l 'una e del l 'a l t ra 02, ed eguagliando. Prendendo , 
ad esempio, (a) (coeff. di Poisson) si ha l 'equazione: 

3 — 02
2 2 2 — 0%, — lc/ 

a - - - - = % • - j— (vedi: 53) [121] 

donde ricavasi: 

che rappresen ta u n a specie di « equazione di t rasformazione » per passare 
da 022 a 02l e viceversa. Nello stesso t empo dà conto del perchè nelle 
formule re la t ive alle velocità specifiche v22 e vl2 può essere conservata la 
s t r u t t u r a anali t ica della stessa onda di l a specie, da ta , come sappiamo, 
dalla relazione: 

V * I Q * = Yi2 ' [ 1 2 3 ] 

ma non quella (espressa in funzione di 02l) che è legata al valore del 

pa rame t ro IR2 discendente dalla seconda delle [111]: " , = IR2, 0 n — 1 
val ida per l 'onda di l a specie (*). 

Si può pera l t ro avvicinare le espressioni formal i delle due velocità 
% e V2. 

Q 2 
(*) Si avverte che IR2 vale sempre ^ - ; qui trovasi tale rapporto espres-

so in funzione di 022 come vuole la [113] del § 20. 
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Dalla [118] si h a : 

i - 1 . ~ [125] 

Sost i tuendo a «V2 il valore da to dalla [108] =[112] e definendo per 
b rev i tà col simbolo: 

1 + W x< = - - ' [125 bis] 
JL lì O 

una cer ta funzione di Aa, si ot t iene in luogo della [125]: 

F , \ 2 1 - m - i f j 
Valori discreti di calcolati in funzione di e di l2, (•— in tendendo 

da qui in a v a n t i L = L2j(2njr}3) = 1 / &22 = L2 : (L) —), sono raccolti 
nella tabel la seguente: 

h 0,578 0,632 0,709 0,819 1. 

®222 3. 2,5 2. 1,5 1. 

* 2 1,869 1,378 1,143 1,034 1. 

Procedendo in modo analogo, si scriverà per v2.2 = V2/Q2, la seguente 
fo rmula : 

^2 I L w = - | 2 g 2 + 1 [127] 

Donde idencamente : 

F 2 , = _Q2., 1 + k* 
1 + te1 li 

Poiché, (in funzione di l), x1 è decrescente, è chiaro che la velocità 
di fase V2 crescerà al crescere della lunghezza d 'onda L2. I n a l t r i t e rmin i 
si è p rova to che l 'onda (S2) è soggetta a dispersione normale; a l l 'opposto 
di quan to si era t rova to per la ( 6',) - (v. § 3). 

§ 24. - P u ò interessare conoscere la velocità di gruppo delle due specie 
d 'onda s tudia te , che saranno al solito r i fer i te alla variabile numer ica 
l 11 Lj(L). 
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a) P e r la ( 6\) anz i tu t to si t r ova : 

.35 

v = v •gì 1 1 WKLf V ! = 
1 - Zi2 

[128] 

Si può fac i lmente verificare, passando al l imite che per 1, che il 
r appor to : 

K = A = ^ u • 1
 1

 h 2 [129] 

Vgt/o-, 

0 0.5754 

Fig. 7 

t ende all 'oo; in più che esiste u n minimo di Pe r la sua impor t anza 
fisica è uti le conoscerne il valore. Pe r la [13] si ha infa t t i : 

i i = 
: TI 

Va 
V 1 1' . 0\ 

I valori in t rodo t t i per u n e per 0 n sono correlativi, ed en t r ambi 
massimi per codeste grandezze, come r isul ta dalla Tabella I e dalla [62] 
di § 11. P e r t a n t o deve ri tenersi \ = 0,3754, quel valore del r appor to 
LiKL) che corrisponde alla propagazione di u n ' o n d a (6i) in un mezzo 
idealmente rigido. I l grafico — indicat ivo — di fig. 7 pone in evidenza 

2 n (*) Dalle [13] si lia difatti: Lx = (1 — V ) — -
% 1 + ®n2 
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l 'andamento della vélocità di gruppo specifica VgJQ2, crescente con l 
a par t i re dal suo valor minimo che con la [129] si calcola: 

min (Vg lIQ2) = n ' - — n • \ n o r 7 g | - = 2.404. 
2 0,6915 

0,4782 ' 1 —(0,3754)2 

Questo risultato va inteso nel senso che col diminuire della rigidità 
del mezzo la velocità di gruppo sopravanza ne t t amen te il valore della 
Q2 velocità teorica delle onde trasversali nello stesso; in altri termini che 
l 'onda ( Si) evanescente tende ad avanzare verso il f ronte del gruppo acce-
lerando rispetto alle altre onde del gruppo stesso per scomparire, gradual-
mente spogliandosi della componente trasversale della sua s t ru t tu ra . 

§ 24. - Per l 'onda ( ó>2) si fa rà osservare che la [127] ne definisce il 
rappor to v2, 

L @22 

essendo l2 = = ^ - , come det to innanzi. Si e pure visto che questa 

seconda specie di onda è soggetta a dispersione normale; donde deve (l V attendersi che 22 si conservi positiva in tu t to il campo di variabili tà 

di l, ciò che il calcolo conferma, come è facile verificare derivami ola v22 

previa sostituzione della variabile. 
La velocità di gruppo dell 'onda (S2), ricavabile dalla no ta relazione: 

Vs2 = V 2 - L 2 [132] 

riferita alla variabile adimensionale l ed alla velocità della trasversale 
pura nello stesso mezzo, potrà dedursi scrivendo: 

V., \ -, d v,2 d;) =V22 -12 • d C [133] 
Derivando si t rova: 

D ( V I O ) — 7 . (>~ V 2 2 

di, (*S2'-J2> ~ <2 d l* 
Per assicurarsi circa il segno del secondo membro si può procedere 

per via analitica o grafica. Qui si è preferito ricorrere alla via grafica, 
par tendo dai valori della v22 raccolti nella precedente Tabella I I ; nella 
fig. 8 si notano le funzioni: v22, le derivate v22, v22", x'. Com'è evidente 
d v 

^ > 0; all 'opposto la derivata seconda di. v22 è negativa in t u t to il 

campo fisico dell 'onda (G2). 
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Se ne deduce che deve ri tenersi: 

'[, (VgJQ2) - k • «"« >0. 

Cioè la veloci tà di gruppo del l 'onda di seconda specie ( &) cresce al 
crescere della lunghezza d 'onda della velocità di fase, ciò che inevitabil-
men te avviene quando la propagazione è cos t re t ta a svolgersi in mezzi 
di sempre minore r igidità. Al l imite, per l.z = 1, si h a l 'onda evanescente 
e la velocità di g ruppo tende ad eguagliare la velocità della t rasversale 
pu ra nello stesso mezzo, che, com'è noto, è zero. 

§ 25. - I m p o r t a a questo p u n t o aggiungere alcune osservazioni mar -
ginali ed in pa r t e r iassuntive circa alcune carat ter is t iche secondarie delle 
onde s tudia te . Sono le seguenti : 

a) Dalla teoria del l 'onda ( 6) generica sono s ta t i r icavat i i l imiti del 
p a r a m e t r o numer ico 0 2 , e ciò si è f a t t o per en t r ambi le specie d 'onda . Si 
è accer ta to che il pa r ame t ro libero 0 2 1 var ia t r a l ' un i tà e 1 , 9 4 1 2 . . . ; 
m e n t r e il p a r a m e t r o 0 2 2 var ia t r a la un i t à e 3. — Questi valori mass imi 
dei due p a r a m e t r i corrispondono allo stesso l imite superiore della r igidi tà 
assoluta con a = 0. (fig. 8); 
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b) Le due onde possono propagars i s imul taneamente nello stesso 
mezzo. I valori delle velocità di fase differiscono sensibilmente: l ' onda 
(G2), coeteris par ibus, r isulta a lquan to più lenta della (6\) . Sono altresì 
crescenti colla lunghezza d ' onda le velocità di g ruppo specifiche, ossia i 
r appor t i delle singole velocità di g ruppo alla velocità del l 'onda t rasver-
sale _Q2 a t t r ave r san t e lo stesso mezzo; 

c) il r appor to degli assi principali della ellisse orbitale, en t ro i 
l imit i della distanza critica, si mant iene maggiore de l l 'uni tà nel l 'onda di 
l a specie; lo stesso r appor to nella onde di 2a specie è minore del l 'uni tà . 

A 

Nella (6i) l 'asse principale maggiore Ax è inclinato di un angolo 0 indi-
pendente dalla d is tanza x per un p u n t o s i tua to sulla superfìcie l imite del 

mezzo; nel l 'onda (&) l 'angolo 0 è invariabilmente zero, e p e r t a n t o l 'asse 
maggiore, che è r uo t a to di 90°, si man t i ene cos tan temen te normale al 
piano z = 0; 

d) r i spet to ad uno stesso mezzo en t r amb i le velocità di fase possono 
essere calcolate quando siano no te u n a delle due grandezze a, &2 ol tre 
al periodo. Rec iprocamente no ta la velocità di g ruppo (o anche quella 
di fase) del l 'onda, può essere de te rmina to <P2 e con esso il coefficiente di 
Poisson nel mezzo; indi, con semplice procedimento, anche le costant i 
elastiche di L a m é del mezzo stesso possono essere de te rmina te (*). 

§ 26. - Nel r ichiamare a questo p u n t o le equazioni orbitali descr i t te 
da u n a particella del mezzo s i tua ta sulla superficie l imite (z = 0), si è 
già r i levato che le misure degli assi principali di de t t e orbi te sono fun-
zioni decrescenti esponenzialmente colla d is tanza in en t r amb i le specie 
d 'onda . I n part icolare si era t r ova to : 

per l 'onda ( £ ) : AU1 = B0
112 (1 + tf^)1'2 • X u 

Aw1 = E»1'2 (i + • X2l 

per l 'onda (£ , ) : AU2 = 5»1'2 - Z„ 

A — R 1 '2 . Y •«12 I ' a ^12 

[135] 

[136] 

Le X , ed X2 si annul lano teor icamente a d is tanza infinita. I n rea l tà 
la comune esperienza conferma che la propagazione delle onde superfi-
ciali si annul la a dis tanze finite su e n t r a m b i le component i . Ohe ciò deb-

(*) V. comunicazione dell'A. all'Assoc. Internationale de Sóismologie, 
Ass. gén. in Roma; U.G.G.I., 1954; ed inoltre: C. R. dell'Assemblea Ann. 

iella Commissione Sismologica Europea, Utrecht, 1958. 
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b a a t t r ibuirs i alla impe r f e t t a elasticità dei mezzi reali è cosa not iss ima: 
f r a le cause, (— ve n ' è p iù d ' u n a —), sembra prevalere quella par t icolare 
propr ie tà della ma te r i a intesa sot to il nome di « viscosità solida ». Con-
clusioni p iù rigorose r iguardo allo assorbimento dell 'energia vibrator ia 
da p a r t e di mezzi politasi, (come da u n pun to di v is ta reologico vanno 
considerate mol te formazioni na tu ra l i e sov ra tu t to le rocce della crosta 
terrestre) , possono t rars i dallo s tudio di corpi politasi tipici, quali ad es. 
il corpo di Kelvin , per il quale è applicabile la equazione Teologica : 

dove p0 ed e0 sono r i spe t t ivamente il tensore della deformazione de via -
trice ed quello degli sforzi; rjs è un coefficiente de t to a p p u n t o di viscosità 
solida nel senso indicato da M. Ee iner (") . A volerne tener conto si è 
suggerito da H . J e f f r eys di inserire nella equazione generale dei mot i 

v ibra tor i u n te rmine La + in luogo di /i: se ne r icava u n a soluzione 

che a t t r ibuisce al l 'ampiezza d 'onda un fa t to re esponenziale che si esten-
gue a dis tanze finite, come i calcoli eseguiti con tale procedimento con-
fe rmano (12). 

Le conclusioni che è lecito t ra r re dai r isul tat i del presente lavoro, 
nel pensiero dell 'A. confermano ampiamente la tesi iniziale. Esse possono 
r iassumersi nei pun t i seguenti : 

1. - È s ta to d imost ra to che esistono due specie d 'onda superfi-
ciale: le (6i) e le (G2). Esse si differenziano m a r c a t a m e n t e dal l 'onda di 
Rayleigh malgrado qualche affinità s t ru t tura le . E n t r a m b i le onde sono 
dispersive: le (6>i) p resen tano dispersione anomala; al l 'opposto le (G„) 
presentano dispersione normale. 

2. - Le equazioni di s t r u t t u r a delle due onde consentono di colle-
gare funz iona lmente i pa rame t r i elastici del mezzo a de te rmina t i para-
metr i numerici , che carat ter izzano le singole propagazioni . L a conoscenza 
delle velocità — (di g ruppo o d i fase) — e del periodo è sufficiente per 
de terminare , — u n a vol ta accer ta ta la individual i tà del l 'onda generica, — 
le stesse costant i elastiche del mezzo. 

3. - Le onde della p r ima specie ( 6\), a corto t rag i t to , si presen-
tano p reva len temente nelle vibrazioni rapide del suolo provocate da 
per turbazioni superficiali: quali ad esempio quelle dovu te al l 'agitazione 

p0 = 2 G e0 + 2 Vs e0 [137] 

C O N C L U S I O N I 
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microsismica, od anche suscitate, da forze impulsive applicate alla, super-
ficie limite di un semispazio elastico, isotropo: (esplosioni). 

Le onde della seconda specie [S2), soggette ad assorbimento nel 
senso della profondità, ma non in quello della propagazione, sembrano 
seuscettibili di compiere lunghi percorsi senza perdite apprezzabili di 
energia. È questo il solo punto in comune che le onde ( 6) sembrano divi-
dere colla caratteristica onda di Rayleigh e ancor più colle « channel 
waves » ed in certo modo colle onde si Stoneley (13). 

Non è s tato qui considerato il quesito di una possibile classificazione 
delle onde (<?): è risaputo che non poche difficoltà si presentano già colla 
classificazione proposta dal Prof. Sàto ("), indubbiamente la più razio-
nale se si accet ta la tesi dei due prototipi che vuole distinte le onde super-
ficiali a seconda della forma analitica della funzione di estinzione (espo-
nenziale o sinusoidale). Tn linea conclusiva, sembra superfluo far rilevare 
la incongruenza f r a una simile classificazione e la tesi sostenuta dall 'A. 
circa l ' individuali tà dell 'onda (6>). 

RIASSUNTO 

ISA. traccia uva teoria unificata di due particolari onde lente super-
ficiali dispersive, non riconducibili, per costituzione, ai classici prototipi 
di Rayleigh e Love. Le onde studiate dipendono formalmente da due co-
muni equazioni di struttura che ne determinano le caratteristiche individua-
li: fra le quali notevole la dispersione anomala delle onde di prima specie, 
quella normale delle altre. 

Relazioni fra i parametri elastici del mezzo e le velocità di fase, nonché 
di gruppo, di queste onde (S) sono poste in evidenza dall'A. in vista delle 
possibili applicazioni nel campo delle ricerche geofisiche. 

ABSTRACT 

The A. states here a unified theory of two surface dispersive waves, 
which may not be considered as modification of basic types of Rayleigh 
and Love. 

Though these waves are presenting distinct individuai characteristics, 
they satisfy two common structural equations connected to their costitution. 

It is noticeable anomalous dispersioni of the first type wave (6>i), 
against the normal dispersion of the second type (S2). 

Relations between elastic parameters of body and phase velociti/, — 
al so group velocity —, of the (6) waves are pointed in regard to possible 
geophysics researches. 
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