ESPRESSIONE FORMALE PER FUNZIONI A PICCO

SiLvio DE Francesco

Ci proponiamo di mostrare come sia possibile giungere ad una
forma matematica che esprima una funzione di durata istantanea e
di valore finito o meno, quale limite di una funzione rettangolare di
durata =, quando = tenda a 0.

E il caso delle funzioni a picco (di tensione, di corrente, chia-
mate dagli Anglo-americani « trigger » ed usate largamente nei radar,
nella televisione e nei calcolatori elettronici).

Sia:

‘l per finterno a (7,7 + )

0 » » esterno » »

e concepiamo r formata dalla somma delle due funzioni a gradino
(step-function):

Al peri== =1 per i=>-+¢

— g —=—z=

t—= :
g ! [0 » 1<~ b0 » 1+

r{t

e

Tt =gU—7)—gU—7-—¢) (1]

Per ragioni che diverranno evidenti in seguito. ricorriamo allo
artificio di prendere per funzioni a gradino le seguenti:

o — ) = jv per t<<
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con y reale e positivo (cfr. Guillemin, loc. cit., pag. 531

Prendiamo ora la trasformata di Fourier della [1]:

Firl=Flgit—=)!—Flgit—=—2] [2]
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e ricordando che:
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e quindi antitrasformando la [2] otteniamo:
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Consideriamo quindi:

" ojo (t—t—3z) )
ot:lim\—L /—.—d(os [4]
=) vije
. ( 1 f. pj‘”“__‘) 2
B=lim— - ———dw: [5]

€ pomamo:

A =t—1—e, A =t—1.

Per ¢ interno all’intervallo (7, 7v-¢)sara A.< 0. A,>>0, ossia
=—D,, A, =D,, con D, D> quantita positive. Avremo allora:

— D, aD,
o=lmj—-— ) — = e | —— _dwD,
-{—-»o? 2—."’ YD, +job, ’ Y»O(ZWJ 1D +jwD, I
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dalle qurali:
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e Lim) 2 / _coseDy g,p _d _sireD 4 . p|
o l27 [y Di+joD, ) 2"’.', 1D +joD, )
a—0 —aDy —abD,

(6]
al)e . al)‘l )

6o lim ! L / _cosoDy  gup,4 I / _smoD, 4 pl
y—>ol2%n / yD.+jowD, 2= ) YD, +joD, )
a—>"0 —aD. —al)e

[7]
La somma o 4 3 & uguale all’'unita, ma anche lim (x +3) = L.

Infatti per >0 , D, tende a Ds e quindi i secondi termini dei se-
condi membri di [6] e [7] si elidono, mentre i due primi valendo
ciascuno 1,2, danno l'unita (*).

Benché ovvio in relazione al tipo di funzione assunta fin dall’ini-

zio, si puod verificare agevolmente che per t esterno a (=, 7-L¢) ed
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a sinistra di =, la somma o - 8 delle [4] e [5] ¢ nulla come pure
lime+pB)=0.

E- -0
In tal caso infatti Ay =—10D, , Ay =—D., per cui:
al)y al),
1 s w D i sinwD
o= lim ( — / s doD,— e / R doD, !
o(2= ] D, +joD, Co2un vy D 4 jobD, s
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alo al)y
| SOy 4 L j / sinw D, dobD )
S wil), + — - [ON PN
vorol 2 ) vD, b joD, 2=y 4D, \
a—n0 —al)e —ab.

[9]

Per ¢ finito, i secondi termini dei secondi membri di [8] e [9]
sono entrambi eguali in valore assoluto ad 1 2 e si elidono e lo stesso
avviene per i due primi. Per ¢—>o0, D, tende a D, che tende a zero;
i secondi termini dei secondi membri si annullano. mentre i due
primi si elidono cosicché fim (o0 4- ) -- 0.,

gE—r»0

In modo analogo per t esterno a (7, = z) ed a destra di 7 +4 ¢,

o-=-PB=0,limx+8)=0.

S—»0

Si conclude che:
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Si vede pure che:
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(*) Infatti:
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E vero che se v =0 l'integrale diventa improprio perché Iinte-
grando diviene infinito per w = 0. Tuttavia se v=0, I'integrando &
una funzione dispari di &: e poiché i limiti di integrazione sono sim-
metriel, il valore dell’integrale, eccettuando il contributo critico del-
I'intorno di @ = 0, dovrehbe essere nullo: quindi il valore dell’inte-
grale (qualunque esso sia) ¢ pero certamente determinato dal contri-
buto di tale intorno. Denotando questo intorno con (—g, g1 si pud
porre cos « DD =1 perché per piccoli incrementi da w =0, cos « D
differisce dall’unita per una piccola quantita di secondo ordine (a
maggior ragione & cos w 1) =1 se D =10) e quindi lintegrale al se-

condo membro diviene:

lim -.._/ -—=lim — In(y~jo)|— 1 lnl.ﬂf ]
i—r0 2- 1T v+ o 2rj 2xy| yv—Jje. 2

L'ambiguita relativa aln(— 1)=j(2n--1)—, sparisce se si tiene

Je a ¥=—J@ -

conto del cammino dell'integrale ohbligato da -~

Infatti posto = v - jw, ’integrale [a meno di —— prende la
v+io 2-j
I d:

lorma: —— , oss1a ¢ una pura (uantita mmmagnaria pari in

Tle

orandezza all’angolo formato dalle congiungenti I'origine del piano z
T [l = [l =

con i punti v --jg, v—jg. che tende a — quando v tende a zero.
Per questa analisi cfr. Guillemin. The mathematics of circuit
analvsis, J. Wilev. N Y. Ed. 1919, pag. 535-36.

A

. ) osv . ‘ . .
Che un integrale del tipo / -dy eguagli y(2n--1)— si puo
r "
_\‘1|

anche mostrare ricorrendo ad una nota formula relativa al coseno

integrale che riprendiamo da Jahnke-Ende-Dover Ed. ovvero la:

Ci(x) = — /.(.OS ! ’ 1 —cost

——dt-=lnx)— | ———d1

dove v ¢ la costante di Euler-Mascheroni.
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Infatti:
Ya b Yo b b
‘cosy . . [cosy , [ cosvdy | [cosvdy
Y
; cosyd R cosydy "“l —cos
Iy y J
)'()

v

-ln —yoy)—{—/ ﬂdy:ln(—l)— [ =2 dy=j(2n+1)m,
y J

in quanto l'integrando ¢ una funzione dispari che sannulla per y=0.
Tale metodo ¢ stato suggerito dal Dr. D. C. Borghi.

RIASSUNTO

Viene ricercata un espressione formale per le funzioni di durata
istantanea (picco), considerate quali limite di una funzione rettan-
golare. La validita della formula poggia su quella di espressioni date
da E. 4. Guillemin (loco cit. nel testo).

SUMMARY

An expression for trigger functions is given as a limiting form
of a rectangular function. The validity of the formula lies on that of
an expression given somewchere by K. A. Guillemin (see reference in
te thext).





