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1. -—• Considerando due pun t i P i e Po del campo esteriore di gra-
vità terrestre , abbas tanza prossimi f ra di loro, ed i due versori (ver-
ticali) ili ed n2 dire t t i verso l 'al io clie sono tangent i alle l inee di 
forza in Pj e P<, gli assi di tal i due versori non saranno, in generale, 
complanar i f r a di loro. Quando i due pun t i giacciono sulla medesima 
superficie equipotenzia le i! , tale d i fe t to di complanar i tà si t raduce , 
com'è ben noto, nella presenza della torsione geodetica di nella 
direzione Pi P>; posto prec isamente Pu — Pi = st, con t vet tore uni-
tario, ed s lunghezza del segmento Pi P» che suppor remo piccola del 
p r imo ordine, si h a dal le fo rmu le di F rene t general izzate 

— — = y.a t + xnb , [1] 
,s 

dove b è u n versore tale che tt, b, n) formi una terna positiva 
destrorsa, "/.„ è la p r ima curva tura o flessione della superficie nella 
direzione t considerata , e r a la torsione geodetica di iì nella stessa 
direzione. L ' indice a carat ter izza poi la direzione t, per la ragione 
che appar i rà in seguito. 

Ma, allo stesso modo, cons iderando i due pun t i P i e Pu non più 
sulla medes ima superficie equipotenzia le , ma comunque nel lo spazio, 
sarà possibile def inire quel le che per analogia po t remo ch iamare an-
cora curvatura e torsione del campo di gravità, nella direzione carat-
terizzata dal versore a tale che P>—Pi — sa. 

Sono queste carat ter is t iche che ci p ropon iamo di esaminare , mo-
s t rando in par t ico lare come la seconda (la torsione) sia p ienamente 
de te rmina ta med ian te la bi lancia di Eòtvos di secondo t ipo, congiunta 
con la misura della gravità, e r icercando poi le direzioni di curva-
tura e di torsione nul la del campo. 

2. —• P e r questo, poniamo 

a — sin z . t -f- cos z . n [2] 
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dove z r app resen ta d u n q u e la dis tanza zeni ta le di a, e t la d i rez ione 
della sua pro iez ione su superficie equ ipo tenz ia le passante pe r P i . 

P e r lo spos tamento superf iciale da Px a P p i e d e della l inea di 
forza pe r Po, spos tamento la cui grandezza è s sin z, si ha dalla for-
mula p receden te 

— ^ L = K A T + R A B ; L 3 ] 

nel m e n t r e pe r lo spos tamento lungo la l inea di forza , la cui gran-

dezza è s cos z, si ha pe r cose ben no te 

_ —/ 
gradv log g = / B , [4] 

s cos z 

ove / è la curva tura (essenzialmente positiva) della l inea di forza, e 
B la sua no rma le p r inc ipa l e ; / r appresen ta ovviamente anche il mo-
du lo della componen te or izzontale del g rad ien te logar i tmico della 
gravità . 

Scomponendo B secondo t e b si ha poi 

B = cos i|>. t + sin iji. b [5] 

ed in defini t iva, sommando le [3] e [4] 

—-• 1 - = (v.n sin z + / c o s z cos t(>) t + ( t a sin z -f f cos 2 sin iji) b. 
s 

[6] 

Def in iamo d u n q u e per analogia come curvatura Ca e torsione T a 

del campo della d i rez ione a l e : 

C„ = -,ca sin z + / cos z cos \|i ^ 
Ta = T

a sin z + f cos z sin i|i 

Ma a queste f o r m u l e si può dare al t ra f o r m a p iù espressiva, fa-
cendo a p p a r i r e solo e lement i assoluti. Ind ica ta p rec i samente con a 
l ' anomal ia di t r i spet to a ct, c{ essendo la di rezione pr inc ipa le di cur-
va tu ra Xi, si ha pe r la f o r m u l a d i Eu le ro 

~/.a = y.j cos2 a -f y.s sen2 a ; [8] 

e poi 

sin 2 a 
*« = - £ — < * , - * . ) [ 9 ] 

ap = •{> — a 
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i> essendo l 'angolo orizzontale f ra B e C\. E dunque 

Ca = (v.j cos1 a + x2 sin2 a) sin z -f J cos z cos (•&—a) 
sin 2 a sin z [10] 

/ . = (Xj -— x() + / c o s z sin (fi—a). 
2 

Sono queste le espressioni cercate. 

3. -—- Ci si può ora chiedere : esistono direzioni nello spazio se-
condo le quali la curvatura del campo è nul la? oppure secondo le 
quali la torsione è nu l la? od infine direzioni secondo le quali la tor-
sione e la curvatura sono ent rambi nul le? 

Rispondendo alla pr ima domanda, e ponendo C'u = 0, si ha 
l 'equazione 

t g z = = J _ c o s j f t — r i ) _ ; [ n ] 

x ( cos" « -f x2 sin" a 

che rappresenta u n sistema oc1 di direzioni. Queste tagliano, sulla 
sfera rappresentatr ice, una curva, del cui aspetto ci possiamo rendere 
subito conto osservando intanto che il minimo valore del denomina-
tore è uguale al minore x f ra x, e x„ : ed il massimo valore del nu-
mera tore è uguale ad /. Dunque la tangente di z si mant iene sempre 

infer iore al rappor to — e cioè, se si vuole, al rappor to fra il raggio 
x 

massimo di curvatura della superfìcie equipotenziale, ed il raggio di 
prima curvatura della linea di forza. Tale rappor to è normalmente 
assai piccolo; per il campo normale a 45°, esso vale circa 0,0053; e 
dunque, in questo caso, la distanza zenitale della linea di curvatura 
nulla si mant iene infer iore a 18'. 

Annullandosi z, a tende a i> + 9 0 ° ; e cioè la curva ammette in 
z = 0 una tangente di anomalia ft + 9 0 ° , perpendicolare dunque alla 
componente orizzontale del gradiente della gravità. Anche la curva 
si trova tut ta da una par te di questa tangente, e precisamente dalla 
par te opposta a quella verso la quale tale componente è rivolta. Nel 
caso part icolare in cui x 1 = x s , l 'equazione rappresenta, sul piano tan-
gente alla sfera delle direzioni nello zenit, un piccolo cerchio (vedi 
le figure che i l lustrano tre casi distinti, dove le dimensioni della c u n a 
sono state for temente esagerate). 

4. — Le direzioni di torsione nulla si ottengono poi dall 'equazione 

Ta = — (x. — x.) sin n cos a sinz + f cos z sin (ft — a) = 0 ; 
[12] 
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Le tre ligure rappresentano, in 
pro iez ione stereografica zenitale , i luo-
ghi «li curvatura nulla ( l inea tratteg-
giata) e quel l i «li tors ione nulla ( l inea 
continua) del campo di gravità, traccia-
ti sulla sfera unitaria del le direzioni . 11 
cerchio esterno rappresenta l 'or izzonte ; 
7. lo zenit . Ci e c» rappresentano le dire-
z ioni principal i di curvatura della su-
perficie equipotenz ia le . Le d imens ion i 
dei luoghi di curvatura nul la sono for-
temente esagerate. 

Fig. 1 - Lat i tudine 45°; caso nor-
m a l e / » = 0 ; y.\ = 157,1 ; / = 0,83 ; 

x.—x.,= 0,53 ; — - = 1,566 
x, x. 
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tolti i casi {} = 0, il = 90", oppure x1 = x2, che saranno esaminati a 
parte, questa ci d à : 

f I s in i) c o s i ) \ J-13-J 

sin a cos a 

Pe r {)•—0, i) —̂  90", x, = x2, si hanno invece le soluzioni: 

/ 

("Xj — x2) cos a 

.1 

per 9 = 0 : a = 0 , t g z — 

per A = 90": a = 90° , tg z = 
(Xj — x2) sin a 

per x , = x 2 a. = il , s = 90° 

clic rappresentano: la pr ima, il piano verticale contenente c\ ed il 
piano ad esso normale che forma con l 'orizzonte un angolo la cui 

tangente è uguale a —-—— (vedi fig. 1 che raffigura il caso normale 

a 45° di la t i tudine ; qui / = 0,830, v.l — x„ = 0,530; " = 0 , 6 3 9 , 

le curvature essendo misurate in IO"'1 km"1); la seconda, il piano ver-
ticale contenente c< ed il piano ad esso perpendicolare inclinato come 
si è visto sopra; la terza infine, l 'orizzonte ed il piano verticale che 
contiene la componente orizzontale del gradiente gravimetrico. 

Nel caso generale sintetizzato dalla [13], la curva sferica rappre-
sentatrice ha l 'aspetto raffigurato in proiezione stereografica (limitata-
mente alla metà superiore della sfera rappresentatrice) nelle figg. 2 e 3, 
dove sono altresì r ipor ta t i i paramet r i adottati . 11 ramo della curva 
che passa per lo zenit, ha qui come tangente il verticale di anoma-
lia f}, come subito si vede. 

5. — Rispondendo alla terza domanda, e tolto il caso singolare 
dello zenit, nel quale curvatura e torsione perdono significato, appare 
che una sola direzione è s imultaneamente di torsione e di curvatura 
entrambi nul le ; lungo questa direzione le verticali si mantengono dun-
que parallele f ra di loro, ed essa rappresenta perciò la linea isozeni-
tah;. Questa può anche ottenersi uguagliando le [11] e [13] ; ciò che 
fornisce 

t& a — te il 1-1- t>r et t^ il ^ ;K„) X ' - ' " - 1 [ u ] 
tg a x, 4- x, tg2 « 
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equazione che si soddisfa ponendo 

tg a = —- tg fr . [15] 

Questa fornisce dunque l 'anomalia della l inea isozenitale. 

6. — Per quanto concerne l 'effettiva determinazione della cur-
vatura e della torsione del campo di gravità, che possono essere pro-
spettate sia da u n punto di vista regionale, sia da u n punto di vista 
locale, i metodi astronomico-geodetici r ispondono, a lmeno teoricamen-
te, al p r imo pun to di vista; e quelli basati sull ' impiego della bilancia 
di torsione, al secondo. Occorre però osservare subito che, nel men t re 
la bilancia di Eòtvòs del secondo tipo, integrata con la determinazione 
della gravità, definisce p ienamente la torsione del campo, non cosi ac-
cade per la curvatura, a meno di r icorrere a ben noti procediment i 
di integrazione. 

Nel metodo astronomico-geodetico, determinate ni ed n2 in P i 
e P2 median te misure astronomiche di la t i tudine e di longitudine, 
l 'azimut astronomico A e la distanza zenitale z di Po sull 'orizzonte 
di Pu e la distanza reale s f r a i due pun t i (cosa quest 'ul t ima che si 
può ottenere con grande approssimazione dalle tr iangolazioni o, con 
tu t to rigore, median te il geodimetro), sarà noto il valore « regionale » 
Ca e T a della curvatura e della torsione nella direzione A considerata; 
posto allora 

A = a + v ; X = f> + v [16] 

con cbe v e / sono rispett ivamente gli azimut astronomici della dire-
zione di curvatura x4, e del gradiente superficiale della gravità, si 
hanno le due equazioni 

C„ = [x.j cos2 (A — v) -(- x2 sin2 (A — v)] sin z + f cos z cos (/_ — A) 
_ s i n 2 (A — v) s i n z , v . . 
T. = i ! (x.„ — x j + 7 cos z sin ('/ — A) [17] 

2 

nelle 5 incognite x ( , x2, J , v, y; onde tre osservazioni di questo t ipo 
oppor tunamente scelte, fa t te in torno al 

punto 1 1, consentono teorica-
mente di determinare tu t te le incognite cercate. 

Per quanto si riferisce poi alla determinazione locale mediante 
la bilancia di Eòtvos, basta rif lettere che le indicazioni di questo stru-
mento sono dovute alla non complanari tà delle l inee di azione della 
gravità agli estremi del bi lanciere; e precisamente il momento tor-
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cente r ispetto alla verticale è dato, in una bilancia ideale formata da 
due masse m uguali punt i formi disposte secondo il versore a p iù volte 
considerato, collocate ad una distanza a, da 

Mtt = m a2 g Tu sin z . [18] 

Noto adunque g, e misurato il momento con i consueti pro-
cedimenti s t rumental i , r imane pienamente determinato T„; quat t ro 
osservazioni (alle quali se ne deve aggiungere, come ben noto, per 
ragioni s t rumental i una quinta) de terminano perciò le quant i tà x „ — x , , 

f , v e e con esse la torsione del campo in una direzione qualun-
que ; e quindi anche il luogo delle direzioni di torsione nulla consi-
derato in principio. 

Trieste — Istituto di Topografia e Geodesia dell'Univ.— Giugno 1952. 

RIASSUNTO 

Partendo dalle analoghe entità sulle superfici, si generalizza per 
il campo di gravità terrestre la nozione di curvatura e di torsione; 
si studiano in particolare i luoghi di curvatura e di torsione nulla, e 
si mostra in qual modo si possano determinare mediante misure astro-
nomico-geodeticlie o mediante la bilancia di Eótvòs del secondo tipo 
queste quantità. 

SU M MARY 

The defìnitions of curvature and torsion are extended to the 
gravity field of the Earth; the loci of nuli curvature and torsion are 
sought; the theoretical possihility of determining the quantities so 
defined by means of astronomico-geodetic observations or by the 
Eótvós balance of the second kind is shoivn. 




