LE SESSE DEL LAGO DI SANTA CROCE

Doyexico i Finiepo

1. — Allo <copo di portare un contributo allo <tudio =islematico
delle caratteristiche fisiche dei laghi italiani intrapreso dall’Tstituto
Nazionale di Geofisica. ho eseguito il caleolo delle zesse del lago
di Santa Croce (Belluno).

Il lago di Sama Croce (latitudine 16" 6" N, longitudine 12"22" W)
con ii lago Morto. nelle Prealpi venete. vengono chiamati Tapisini
dalla vicina regione dell Alpago ed oceupano parte del fondo della
profonda incassatura, chiamata anch’essa valle lapisina. che separa
Paltipiano Carsico del Consiclio dalla eatena del Col Vicentin ("

I tervibile terremoto del 1873, il cui epicentro corvispose ap-
punto alla regione dell”Alpago. attiro FPattenzione di illustri geologi
~u questi tnoghic 1 quali =i occuparono anche dell’origine di questi
laghi. problema di un eerto interesse dal punto di vista geologico.
che ancora @ in di<cus<ione.

I Jaro di Santr Croce. ha la forma di un riangolo. con ua =olo
vertice a sud. ed occupa parte della depressione dove il lTesa, che
raccoglie le acque dell”Alpago. immette nella valle portando le sue
acque all®angolo Nard-Est del Tago. mentrve dall’anzolo Nord-Ovest
sortonno le acque del Raic affluente del Piave.

La profonditi del Tago nelle vicinanze del vertice a Sud presenta i!
massimo valore di eivea 35 m e va poi man mano diminuendo verso la
base a Nord. Il fondale abbastanza regolare <i presenta pero pieno di
un fango alluvionale erigio biatcastro calcarco. argilloco ed untuoso al
tatto. A Sud del lago la valle si vestringe ed ¢ oceupata dalle famoze
frane di Fadalto, il cui punto pit depresso ¢ alto m 482,

I principali dati morfometrici del lago di Santa Croce =ono:

\ltezza dal livello del mare m 381
Superficie . . . . kmg 4.70
Profondita massima m 35
Lunghezza . . . . km 3.2
Larghezza massima km 2.1

» media km 1,6
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2. — Parteudo dall’equazione fondamentale della idrodinamica,
Chrystal, considerando un lago come un canale finito di sezione va-
riabile con la profondita non in modo brusco, tratta in maniera rigo-
rosa la prima teoria per lo ~ludio delle sesse.

Chrystal considera trascurabili le componenti laterali del movi-
mento orizzonlale in modo da tener conto solo del movimento nel
senzo dell’as<e . posto lungo la linea di valle ¢ alla superficie del
lago: piccolo lo ~postamento y verticale rispetto alla profondita i e
dipendente esclusivamente dall’ascissa x ¢ dal tempo 1. in modo da
risullare uguale per tutte le particelle che <i trovano in wn dalo
istante in nna sezione verticale S(x) del lago, normale alla linea di
valles infine. per le onde di lunghezza tale per cui la profondita fi
del hacino <ia piccola. traseurabile Paccelerazione verticale, da ecui
consegue che resta <olo da considerare la pressione idrostatica e ciot
solo le variazioni i pressione derivanti dalle variazioni di livello.

Gli spostamenti orizzontali = pereio risultano uguali per tutte
le particelle di una stessa ~ezione S(x). Cio posto Chry~tal perviene

alla seguente equazione. che porta il <uo nome:

d~ u i 4 72 " .
oy vt T-g L]

dove u rappresenta il volume del liguido che attraversa la sezione
Sy} in forza dello ~postamento orizzontale = e ¢ Marca. ecaleolala
sulla superficie libera da una estremita del lago, x=0, alla sezione
considerata. cioe in modo che rvi-ulta variabile fra 0 ¢ la cuperficie
totale del lago «.

Fa funzione o o data dal prodotto dell"area S(x) di una -ezione
trasversale per la larghezza in superficie b(x) della <tessa sezione
del lago.

la curva i cul lmnli hanno per ascissa r(x) e per ordinata o(.x)
fu chiamata da Chrystal « curva normale » e rappresenta la <ezione
longitudinale lungo la linea di valle del lago ridotlo.

La « curva normale » del lago di Santa Croce. come tutti gl
altri elementi. "ho delerminata <ervendomi dei dali ottenuti da una
carla hatimetrica al 23000 rilevata dal Magrini. in una campagna del-
Fantunno del 1904, con 343 scandagli ¢ con le curve di profondita
traceiate di 5 in 5 m oltre ad altri numerosi punti egnati con pro-

fondita intermedie.
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Su di essa, con la massima preeisione, ho (raccialo 13 sezioni
ad una distanza una dall”alira in generale di 250 m cirea, normali
alla linea di valle, che partendo dal vertice Sud del lago (abitato
di Santa Croce) zeguendo la linea di massima profondita ¢ tenendo
conto della forma particolare del bacino, arriva alla parte Nord-Ovest
della base.

Nella wabella T riporto i valori delle grandezze [x, S(x). b(x),
(1), o(x)] necessari per i caleoli successivi,

La figura I rappresenta la curva normale che, pur non presen-

landosi  eccessivamenle

irregolare, tuttavig
non ¢ facilmente rap-
presentabile  da una
~emplice funzione ana-
litica ¢ perltanto non
e possibile integrare la
cquazione di Chrvstal
con 1 metodi dda lui
i suggeriti.

Per questo ~tudio
mi sono val<o dei me-
todi di hdaka ¢ i

Defant che riescono pitt agevoli degli altri e i cui risultali sono egual-

Fig. 1

m«ute huoni.

3. — Wetodo di Hidaka: Applicando il calcolo delle variazioni
det Ritz all'integrazione  dell’equazione  differenziale  di Chrvsial.
IMidaka ha proposto un metodo pitutlosto <emplice per determinare
teoricamente le <esse di un lago. Infatti egli considera equazione 1]

con le condizioni ai limiti

u(o)y=u(ua)=0

v
¢ po-lo 3= — la trasforma nella
a
d-u 7
_— + ——u=0 , |_2]
d=* 6 (3)
dove
A 4~ a
T g

con le condizioni ai limiti

w(o)=u(1)=0.
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La [2], alle condizioni poste, risulta soddizfatta solo da parti-
colari valori di 4. lHidaka, uppli(-un(lo un nolo teorema del calcole
delle variazioni, mo~tra che Uintegrazione dell’equazione [27 ecquivale

atl ricerea del minimo valore dell’integrale:

€ propone per u espressione:

m

w=", 4s(1435 .5 i4]

o

Derivando questa equazione rispetto a = ¢ sostituendo la derivata
ottenuta vol relativo valore di u nell'integrale [3] <i hanno (m + 1)
equazioni nella .

Annullando il determinante dei coeflicienti delle i sioawrriva ad
un equazione di grado (m =1y in 4. che & Uequazione dei periodi delle

sesse ricercale. In questa equazione:

Nel caxo in esame. integrato I, numericamente. tenendo conto
delle condizioni agli estremi, il calcolo, come dalla tabhella 110 ha
dato 1 ~eguenti risultali:

I.=0.011352 107 I,=0378996 10 *  1,--0.275179 1o
I,==0217762 1077 1,=0.180620 10

La ~oluzione dell’equazione per m ereseente © via via pin difli-
cile; pero. e la curva normale non ¢ troppo complessa. ¢ pin che
sufficiente Tapprossimazione ottenuta con le soluzioni dell’equazione
per m ouguale a 2.

Per w in que-to ca~o i ha:

w2 (1—z) (A, oz 4,52,

¢ equazione di Hidaka per i periodi, ~viluppata, risulta:
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3 3 2 |
(Iolzl-l "IoI::_ILI-l + 11[::[3__12) A %‘(1012*1.)4‘ - (’*IOI.'}_‘I" 1112+
. b

350 2100 T 30 7 60 ) 10500

le cui radici permetiono di determinare i periodi delle tre prime
cpsse.
Sostituendo in questa equazione 1 cinque valori i 1 ealcolati.

ho otlenuto la seguente equazione di 3° grado in 4:

10— 0.525 15 —10 % 2824605 1.7+ 10" 3,154395 .—1 =0,

che risolta col metodo di Newton. per <cuceessive approssimazioni.
partendo dai due valori di 4 ricavadi dall’equazione di Hidika per
m=1. mi ha dato per o1 seguenti valori:

,=126.229 2, =1185.66 , 7,=3768.21.

drra’
Oue-ti valori <o<tituiti nell’espressione 2= —— . tenendo conto

che Ta cuperficie del Tago & ¢ —4816875 m-. mi hanno dato per i pe-
riodi delle tre <esse¢ rispettivamente i valori:

T, =781 ¢ T,= 1770 ; T,=2"64.

Lince nodali. — Per la determminazione delle linee noduli vale la

condizione —- . pereio  derivando  la [5] e dividendo per |
ds

~1 l)ll<) seriverce:

. A,

. 2 . .. _
Per ottenere i valori dei rapporti — ¢ =" per i tre tipi di =<es-e
considerati, ba~ta risolvere 1l seguente -i~tema, tenendo conto dei va-
lori delle grandezze precedentemente caleolate:
i1
. S0 v 1 PO
3 / L6 / \10
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Per 2,=426.29 <ono risullati per la sessa uninodale i valori dei
rapporli:
A, ~ A, )
- - =—1,917 — =3,601.
A, A,
Iequazione [6] diviene pereid:
T4 M =7 = 16,641 = +5,891 5 —1=0
la cui unica radice accettabile, perche minore dell’unita, é:
z,=0,7218.

L'uninodo viene pereio a cadere tra la 9* ¢ la 10* sezione, a
kin 2.364 dall’origine posla, come precedentemente detto, nel ver-
tice Sud del lago.

Successivamente, per la binodale 2,=1185.66. riultano

A, e A, o
- =2.323 . —= =—14,626
A, A,
¢ Mequazione dei nodi diviene

18.504 5% — 20,847 27 +2.646 z+ 1 =0,
le cuil due soluzioni accettabili sono
=, =0.3820 =.=0.9015.
[ due nodi relativi distano dallPorigine km 1,555 ¢ 2.919.
Analogamente. per la trinodale 2, =3768.21 ¢ 1 rapporti risul-
Lano:

f4,L =—3.9222 A— =3.1739.
4 A

0 0
1. equazione nelle = risulta:
12,6956 =" —21.2883 =z +9.8441 5 —1 =10
le cui ~oluzioni ~ono:
=, =0.1109 2. =0,5922 z,=10.9431.
1 nodi ~i trovano rispettivamente a 0.800, 2.086 ¢ 3132 km o dallc

origine.

Distribuzione delle ampiczze. -— 1 andamento delle ampiezze -

determina considerando la relazione

du du
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Sostituendo a - - la <ua espressione e tenendo conto delle grandezze
d=

caleolate. =i perviene alle zeguenti tre relazioni rispettivamente per

le sesse¢ uni-bi-trinodali

( ThA0l 28— 16,641 < 5,891 z— ).

ad,
'l (—18,501 =7 + 20,817 2,616 s— ).

ad,
( 12.096 =0 —21.288 =7 + 9, 1).

ad,

Dando a z successivamente i valori corrispondenti ad ogni se-
zione. ho caleolati i valori delle ampiezze che riporto nella tabetla 111

mentre nelle figure 2.0 3.

Taserra 11T 4, 1 grafici relativi (linee
tratteggiate)  danno  una
° N idea ehiara ed immedia-
s l 11 1l ta  dell’andamento  delle
T ampiezze per il relativo
0 0 +1.000  —1.000  +1.000 tipo di <essa.
1 202.5 +0.879 —1.0:18 +0.791
2 500.0 +0.708 —1.087 +10.193
3 7500 #0493 —1.000  +0.071 1o — Metodo di De-
4 10000 40370 —0.837 —0.224 far:t. Questo metodo pren-
5 12500 0338 0529 --0.363 o o lo o dalle
6 15000 #0362 —0.125  —0.379 depure fe o mos=-e dall
n 1750.0 02105 +0.312 —0.277 equazioni differenziali
8 2000,0 4 0.391 +0.785 —0.079 fond: mtali delllidrodi-
9 395000 40200 +1.018  +0.135 ondamentali  dell idrodi
10 2512.5 —0.408  +0.772 +0.210 namica  (equazioni  del
1 2162.5 0.939 40357 +0.201 movimento ¢ della con-
12 30375 —1.693  —0,331  +0.010 L ‘
13 3287.5 —2.099  —0.735 —0.071 tinuita) ¢ pone al ~olito
14 3687.5 2.651 —1.303 --().252

Masse v lungo  la linea
di valle coll’origine  ad
un estremo del lago ¢ considera Ta massa d’acqua compresa [ra due
<ezioni di spessore dv come uguale ad S(x). du.

Se gli stati ~i spostano orizzontalmente di z. verticalmente di
le equazioni del moto ¢ della continuith sono soddislatte -oio da
autovalori di un parametro. che nel easo rappresentano i periodi
delle o<cillazioni libere. II Defant integrando le due equazioni per-

viene alle <~eguenti relazioni:
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o
2, = 7 2% Av
gl
— 2y, b(x) dx
S0 [ 2n5bt)

dove 21, e 2% rappresentano le ampiezze delle oscillazioni verticali
¢ orizzontali lungo il lago ¢ gli altri simboli sono gli <tessi prece-
dentemente adoperali.

Queste  due  relazioni danno la
possibilita di caleolare contempora- -
neamente il periodo della sessa ¢ - ™
il relativo andamento dellampiezza
per successive approssimazioni. una - R
volta noto un  valore ;11)])1'()~.<imul() R e e
del periodo stesso.

Difatti note le misure delle se-
zioni S(x) ¢ quelle delle superficie
parziali del lago compre<o tra sezio-
ne ¢ sezione (tabella Iy e fissato
uno ~po-~ltamento arbitrario verticale B
1 = 100cm in corrispondenza dell’o-
rigine con  le  condizieni Z(0)=0,

E(O- 0 alle estremita della linea di - A
valle. @ possibile caleolare il valore - N
delle due espressioni su =critte,

Se il numero delle sezioni ¢ sul- Fiz. 2
ficientemente  grande. < pud con-
siderare. con huona approssimazione. che tra origine ¢ Ta prima
sezione lo spostamento verticale rimanga eostante; allora <i pud cal-
colare la quantita ¢ di acqua che, passando attraverso la prima <e-

zione, determina lo spostamento:
q == / 2v, b diy) = 2y / bix) d(x)

Otenuto cost il valore dellintegrale e nota la S(x) corrispon-
dente. i determina 2, della secondi relazione: sostituito  nella
prima permette di caleolare 23vge di conseguenza il valore dello spo-

stamento verticale in corispondenza della prima =ezione. che risulta
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100+2 An,. Si ripetono i caleoli per tulle le successive sezioni fino

all’ultima. considerata di area nulla. in corrispondenza della quale si

dovra ann

ullare ¢.

N\
' \
vy
AN
A
I i
- x
o7 2 ra < % 7oA 9 o2
- \
- v
.
/
YA 21
. o !

Se il periodo non coin-
cide con  'esatto  periodo
della <essa, il caleolo va ri-
petuto avendo cura di dimi-
nuire il periodo preceden-
temente  adoperato se g ¢
maggiore di 0 per le sesse
a nodi dispari; ¢ se ¢ ¢ mi-
nore di 0. aumentarlo. Per
le sesze a nodi pari bisogna
operare in maniera contra-
ria.

[ periodi inizizlmente
adoperali in ¢questo caso fo-

ne stati quelli ottenuti pre-

cedentemente col metodo di Ilidaka: i quali, corretti con suceessive

approssimazioni, tenendo conto Ji volta in volta delle condizioni

su esposte, sono risultati. in definitiva, per i tre tipi di sessa:

T,=7".13
T, =1m9

T,=3"22

per uninodals
per la hinodale.

per la trinodaie.

Lo sviluppo dei caleo-
li ¢ riportato nella  tabella
V. dove risultano per le ¢
finali valori abbastanza pic-
coli. ma non nulli; pero
Fapprossimazione ¢ pin che
sufficiente per il problema
in csame.

Quecsto  metodo. come
abbiamo gia detto. permet-
le contemporancamente al-

la  determinazione  del  pe-

riodo  quella dei nodi e
Pandamento  degli sposta-
menti  verticali  nelle  sin-
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wole sezioni: nella tabella TV. colonna 21), <ono infatti riportati 1
valori corrispondenti.
Nelle figure 2, 3 ¢ 4 con tratto continuo =ono riportali i grafiei
relativi. in confronto con gli analoghi ottenuti col metodo di Hiduka.
Le ascisse delle linee nodali =ono in huon accordo con quelle ot-

tenute col metodo di Hiduka, come risulta dal scguente specchietto:

‘Asci:sc dei nodi Hiduka Defant - Differenze
\
1 m 2364 m 2078 ) 286 m
1 » 1553 » 1461 94 »
2 » 2919 » 3053 —134 »
“ » 800 » 063 —163 »
» 2086 2232 —196 \
\
o » 3132 » 3176 — 1l » }
5. — Le osservazioni. Nei primi giorni di ottobre del 19010 Ma-

grini csgegul delle osservazioni con un limnografo del tipo giapponese.
posto sul lago nelle vicinanze del paese di Santa Croce.

Dall’esame dei limnogrammi ottenuti poté stabilire Vesistenza di
un movimento ozcillatorio, specialmente subito dopo il cessare del

-

venlo, con un p(‘l'in(]n medio per la sessa uninodale di Tk e per la
sessa binodale di eirea 5™.

Un esempio di registrazione ¢ riportato nella fig. 5.

Nello specchietto seguente <ono a confronto i valori dei periodi

caleolati coi due metodi e quelli osservali:

uninodale binodale trinodale
Valori gscervati T4 5m
Valori caleolati metodo Tlidaka 7,81 4,7 RAUKGN !
» » » Defant T L3 4,9 3 .22

Si vede che, per le sesse uninodale e trinodale, i periodi caleo-

lati con i metodi di Hidaka e di Defant <ono leggermente diversi e
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che, mentre per la prima il metodo di IMidaka da un valore mag-
giore i quello di Defant, per la <cconda le cose risullano invertite.

Il valore osservalo per

h h_ s B h M
. . 20 2¢ . 21 ¢ 21130
fa  =-essa uninodale rizulia h - ;
compreso Ira 1 valori caleo-
lati con i due metodi ¢ ne
. . . . 50001901, Sesza di 7™
¢ quasi la media aritmelti- S
Fig. 5
g

ca. mentre per la hinodale
il valore osservato risulia di poco ~uperiore ai caleolall.

Le differenze fra i valori caleolati e quelli osservali risultano
~uflicientemwente piceole ¢ per quelle relative ai valori di Defant mi-
nori ¢he per quelle dei valori di Hidaka.

Pm'lrn])pn il periodo i o<<ervazione fu molio limilato: luttayia
i valori ottenuti <ervone a confermare il risultato dei calcoli teorici
dei periodi dei primi due ipi i <esse e danno indicazione per 1"al-
tendibilita anche ai valori dei periodi caleolati per la =essa trinodale.

O<<ervazioni sistemaliche con moderni apparecchi ed ezeguite per
un periodo di tempo <ufliciente potrebbero. a-sociate a prove speri-
mentali <ul modello del lago. <tabilire una media preciza dei periodi
delle varie sesse ¢ quindi rendere possibile un nuovo confronto con

i valori ecaleolali.

Roma — Istituto Nazionale (i Geofisica — Gennaio 1918.

RIASSUNTO

Si espongono i risultati dei raleolt fatti con due metodi diversi
cHidaha ¢ Defant) per la determinazione dei periodi. dei nodi e
dell’andamento delle ampiezze delle sesse dei primi tre tipi del lago
di Santa Croce (Relluno).

I' periodi ottenuti risultano in buon accordo con i ralori osser-

vatt dal Magrini.
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