LE SESSE DEL LAGO DI 1SEO

FRANCESCO PERONACI

PARTE Priva

SESSE CHE INTERESSANO LINTERO LAGO

La presente ricerca va inquadrata nel complesso di lavori di na-
tura: sistematica che Ulstituto Nazionale di Geofisica sta compiendo
allo ~copo di portare un contributo alla conoscenza dei problemi re-
lativi alla limnologia italiana. In essa non si @ ritenuto neces<ario
richiamare le teorie matemaltiche sulle sesze. in quanto esse sono state
ampliamente sviluppate in precedenti lavori gia pubblicati dall*Istituto.

Premettiamo anzitutlo aleune notizie ~ui principali dati morfome-
trici relativi al lago di I<eo (Sebino): posto tra le provineie di Ber-
zamo ¢ Breseia i distingae per la sua forma sinuwosa, infatii il sho
asse. partendo dalla foce dell’Oglio «i dirige per ca. 5 ki da NNE
a SSWL quindi per un tratto di eirea 11 km <i allinea da Nord a Sud
e infine per alri 9 kin piega bruscamente verso Ovest. Il lazo ha
tre isole <orgenti all’estremo meridionale della parte mediana: la
maggiore di esse ¢ Montissola con una superficie di km?* £.28. le alire
due sono piceole ¢ trascurabili nel caleolo delle aree. Queste i<ole
¢ la riva sinislra. cui ~ono pin vicine, determinano il canale di 3ale
largo in media km 0810 T dati <cguenti sono stati ricavati da una
carta batimetrica al 50000 pubblicata dalPIstituto - Geografico  De

\rostini:

altezza <ul livello del mare m 185

superficie (escluse le i-ole) k= 60.62
profondita mas~ima m  230.75
lunghezza (<ulla linea di valle) km  23.95
larghezza mas<ima km 116

questi dali sono in oltimo accordo con quelli ottenuti dal Salmoiraghi
nel 1897 in una serie di 208 <candazli.

Come & noto lo ~ludio delle oscillazioni libere di un lago. assi-
milato ad un canale finito di <ezione variabile in modo non brusco,

puo ewcre e<eguito partendo dalla equazione di Chry-tal
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d-u An*
+
dv- gl

o(v)

che deriva direttamente dall’equazione fondamentale dell’idrodinami-
ca. qualora s facciano opportune ipotesi semplificatrici. Nella [1]

soggeltla alle condizioni ai limiti
o)=u(a)=0

voesprime Parea superficiale del lago da una estremita ad u -

siasl sezione trasversale
60 S0 40 30 20 10

(e varia quindi da {0 : - =

¢ Tarea « 1otale del s
lago) 6 (v} rappresens :
ta il prodotio dell™a-

rea S (1) della sezio- . . “

ne considerata,  w il ¢! i
volume del liquido c¢he L
altraversa  la sezione 73

per uno  spostamenlo Fie.

<

orizzonlale 5, T il pe-
riodo della =essa, g Vaccelerazione di gravita.
La curva rappresentata dalla funzione 6 () ¢ detta da Chryvetal
curva normale del bacino d'acqua: essa ha per ordinate i valori di
X

Sty by e per aseisze 1 valori di vy — / b(x)y. Lua integrazione

della [1] viene ezeguita da
Chrystal supponendo che Ia

6 (v) sia esprimibile in una

forma  analitica  piuttosto
semplice e che u ~ia rap-
presentabile mediante  una

serie di funziomi sinus

(= N (v)sen — (1

1 1,

Nel nostro caso. usando

la su eitala carta batimetri-

ca, Turono raceiate. a parti-
re dall’estremo nord del la-

T'ig. 3 vo. 37 =sezioni  orizzonlah



270

FRANCESCO PERONACI

TABeELLA ]

Distanze ) ) 0 (x)=

S(x) b(x) V(x) vix) i

Sez x S{x) . b{x)

10%m 10 'm- 107 m 109m- 10~ 10*m”

0 0 0 0 0 0 0
1 1,00 314.00 30.85 3587.5 3587.5 968.69
2 2,00 291.00 21.90 2567.5 0155.0 637,29
3 3,00 350,25 23.15 21825 8337.5 810.83
1 3,50 302.50 16.50 1182.5 ! 499,13
5 4,00 282.50 15.50 1037.5 10557.5 437.88
6 5,00 359.50 18,50 1737.5 12295.0 665,08
- 6,00 608.50 29.35 2750.0 15015.0 1773.78
8 7.00 651.25 29,20 3100.0 18115.0 1901.65
9 8,00 60:4.50 27,70 2725.0 20870.0 164424
10 9,00 663.00 30.85 3290.0 21160.0 20:15.360
11 10,00 579,50 33.15 3025.0 27185.0 1921.04
12 10,25 609.00 36.00 937.5 281225 219240
13 10.50 682.50 12,45 962.5 29085.0 2897.21
14 10,75 616.25 4+4.75 1112.5 30197.5 2757.72
15 11.00 571.50 16.60 1037.5 31235.0 2663.19
16 11,25 517.50 34.80 1017.5 32252.5 1800.90
17 11,50 191.25 32.60 890.0 33112.5 1601.18
18 12,00 174.35 33.05 1825.0 34967.5 1567,73
19 12,50 415.75 29.30 17375 36705.0 1218.15
20 13,00 345.25 23.85 1487.5 381925 823.42
21 13,25 262.25 27.95 437.5 38630.0 732.99
22 13,50 332.50 37.60 1187.5 39817.5 1250.20
23 13,75 312.00 34.00 625.0 104425 106080
24 14,00 324.00 34.00 625.0 11067.5 1101.60
25 14,50 398.50 32.10 10025 12130.0 1279.19
26 14,75 367.50 29.95 892.5 130225 1100.66
27 15,00 275.75 29,20 737.5 13760.0 805.19
28 15.25 258.25 19.15 812.5 115725 194,535
29 15.50 201.25 200.95 175.0 450475 121.62
30 16,00 194.75 22.95 1225.0 16272.5 446.95
31 17.00 183.25 21.85 2325.0 18597.0 400,10
32 18,00 141.37 21.70 2600.0 51197.5 31918
33 19,00 114.75 23.65 2625.0 53822.5 271.38
34 20.00 $1.37 23.75 2812.5 56635.0 105.38
35 21,00 14.00 12.20 1700.0 58335.0 17.08
36 22.00 13.00 10.50 1125.0 59.160.0 13.65
37 23.00 12.00 10.25 1157.5 60617-5 12.30

38 23.95 0 950.0 0
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(come ¢ indicato dalla fig. 1) con direzione normale alla linea che
toeca i punti di massima profondita (linew di valle); costruite quindi
le corrispondenti sezioni verticali furono caleolate con un planimetro
le aree F(x) ed S(x) delle sezioni orizzontali ¢ verticali (i risultati
sono riportati nella wahella 1) e, mediante esi, ~i & costruita per
punti la curva normale (fig. 2). Delta curva non si presta ad essere
ridotta in forma analitica ¢ quindi <i ¢ ritenuto opportuno non ap-
plicare direttamente il metodo di Chrystal, e =ervirst invece di due
metodi dovati ad Hidaka ¢ o Defant che furono applicati contem-

p()run(‘:uu('nl(‘ onde |)()l(‘r confrontare tra loro i dati oltenuti.

Metodo i Hidaka.

v
La [1] con Uintroduzione della variubile aunsiliarias= — a<zume
T a

la forma

d’u A

=10 2]

oyve

3

e soggelta alle condizioni ai limin
u(o)=u()=o0 r4]
detta equazione & soddisfatta <olo per opportuni valori di #. Hidaka

dimo~tra che la integrazione della [-] equivale alla ricerca del mi-

nimo valore dell’inteerale

ove 1 puo scriver-i nella forma

m

= ~: 4:3(l—z)z [ej

<ostituendo le [6] nella [5] :i ottengono m+1 equazioni
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Taserey 11

M-
“il—z7)

u

a
0
N

Mz

Sez. a
[\l 0
1 0,05827
2 0.09997
3 0,13542
4 0,15.163
5 017148
[§ 0.19970
7 0.24137
J 0.291472
9 0.33898
10 0,39212
11 011155
12 0.45678
13 0,47211
14 0.49018
15 0,50733
16 0,52386
17 0,53831
18 0,56790
19 0.59618
20 0.62034
21 0.62714
22 0.61673
23 0.65688
21 0,66703
25 0,68429
20 0,09879
27 0.71077
28 0.72396
29 0.73168
30 0.75158
31 0,78931
32 0.83157
33 0.87121
34 0,91989
35 0.91750
30 0.96577
37 0.98457

0.181062
0.5297.48
0.5993606
0.657665
0776775
1.083815
0.8) (H)...
1.113966
1.35
1.185318
1.555069
0427703
0.335139
0.109257
0.395279
0.571065
0.557336
1.1368789
1.3-12039
1.627036
0.529330
0.8053-14
0.485105
051511
0.629795
0.583670
0.628839

1537

0.010550
0.052959
0.081166
0.101695
0133201
0.216119
0.2009836
0.337150
0458114
0.582868
0.686011
0.195366
0.158323
0.200732
0.200537
0.299158
0.300020
0.646787
0.800097
1.009688
1.332123
0.520810
0.319313
0303172
0.130962
0107863
0116960

Mz-

0,000016
0.005292
0.010992
0.015725
0022815
0.043223
0.051280
0.099305
0155305
0,228721
0.303192
0.0892.10
0.074793
0.098155
0.101721
0316717
0.161505
0.367351
0477001
0.626317
0.208387
0.336813
0.2097.19
0.202226
.29-1902
0.285012
0.31 1()&;5

Mz

Mzt

0.000036
0.000529
0.001186
0.002133
0.003915
0.008627
0.012528
0.029286
0.052612
0.089758
1.133829
0.0107061
0.03533 |
0.01828
0.0 )1()1()
0.082006
0.086939
0.2086306
0.281378
0.388519
0.130750
0217810
0.137782
0.131890
0.201799
(.199160
0.225797

0.000002
0.000053
0000201
0000376
0.000671
0.001723
0.003001
0.008031
0017815
0.035223
1.059092
0.018620
0.016692
00230681
0.0261806
0.01300%7
0.0 16800
0118497
0.1695 10
0.2.11032
0.082038
0. 110868
0-090500
0.089976
0.138089
0139171
0160190

1.065041 0,771047 0. 0101119 .292566
0705680 11.516332 0.: 0.276122 0,202252
1.522285 1.166666 0.8 0.659018 0195305
2607711 20583904 1.6 1.282513 1.0123309
2251791 1.872522 1. 1.291870 1.076775
1.900872 1.661761 1452722 1.269992 1.110210
2355000 2.166121 1.992877 1.633226 1.686360
1005710 3795110 3.59610606 3.107337 3.228.152
1.172308 1.121911 1. %1 %’ %(1 1.326210 1.280813
0.356130 0.350635 : 0.339898 0.331653
30117498 25.223702 18.699177 11903318 12.391885
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I o ( ...... —0
6 ') \ 16
1, Ay =0
LA
ove
1 -3 1 A
| N(*~)~d: 8]
/ (=)
0

¢ che permettono Meliminazione della of,. 1, ... [, ¢ i fanno giun-

gere all’equazione det periodi che, limitatamente al caso di m=2 &

e 1, o~ T 1.7,

| i 2 . ] . ]
R R L T R I
. L, 3,

10 - 10 v 35

1 coeflicienti 1, lurono calcolati mediante una integrazione numerica

(Tabella I1) che diede lTuogo ai valori
.- 39017198 o I1,=25,223702 : [,=18.609177
Lo==11.903318 :  I,: 12.391885
¢ equazione [9] diviene
11.998193 12— 1151593 27+ 0.021801 7= 0.0000932.0 =0
che rivolta fornisce le radici

Lo 000628330 . 7. 0.0200200] g = 00500707

5
cui corrispondono i periodi

T,~253m97  T,=11"55  T,=97.60

relativi alle sesx<e¢ uninodale. binodale, trinodale.
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TaserLa 11

uni — bi - - tri —
Sezioni — nodale
g, g, [

0 100.00 100.00 100,00
1 + 69.8148 +110.3566 5010008
2 54,6732 100.4360 22.1380
3 15,1999 105.3213 3.2292
+ 11.7588 101.2878 —  5.3411
5 39.1615 196.9296 11.8457
6 36.0216 88.1825 21.0942
7 33.7916 71.0586 31.2821
34.3451 18.1213 3T.LS
9 36.6330 25.7863 38.0733
10 10.3862 — 02.3028 34,9407
11 13.6739 27.8811 28.8336
12 44,4691 35.5307 261704
13 15.2611 13,1774 23.8572
14 45.6304 51.7205 20.6224
15 45.7111 59.2013 17.5589
16 15.6410 66.3560 14.2881
17 15.2101 72,1590 11.3772
18 13.3419 82.86609 54040
19 10.1426 91.3272 4 (12302
20 36.1464 97.0102 +4.8921
21 34.7340 98.1291 6.22006
22 30,2967 1074753 9.688+4
23 27.5870 102.6224 114110
24 21,6287 1031675 13,0716
25 18.9392 104.1012 15.6869
26 13.5309 103.8758 17.6915
27 8.5721 103.0922 19.1598
28 2.6101 101.6198 2016051
29 — 1.1319 10044706 211775
30 11.7212 96.2953 22.8917
31 35.6069 83.8099 2.1.2465
32 68.7975 61.9940 22.8200
33 109.951 4 30.7039 17,7001
34 163.3631 -+ 13.5959 71552
35 20016907 173024 1.1204
36 227.6343 71.9817 8.5311
37 257.2296 99.6176 16.8710
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La determinazione della posizione delle linee nodali si esegue

du

=

della componente verticale dello :postamento. Applicando detta con-

dizione alla [6] «i ottiene.

partendo la condizione =0 corrizpondente all’annullarsi nel nodo

fi~$+s(.'~~—\ +2( AN
A4, A, o/ A, )

¢ determinando i valori dei coeflicienti in baze alle [ 7] 21 pud <crivere
I"equazione delle linee nodali c¢he per "uninodo &
15,6788 z-— 18,0274 7+ 6.1788 z=—1=0
la cui sola radice minore dell’uniti e
=0,72937
L’uninodo viene quindi a cadere a ki 15,425 dall’estremo Nord del
lago. Per la binodale equazione &
18,9286 =} -— 21,6676 =* +9.9807 == 1=0
che conduce alle radiei minori dell unita
=10.388018 =, = 10.906791
cui corrispondono rispettivamente le distanze dall’estremo Nord
km 8.918 km 19.713
Per la trinodale infine si ¢ trovato
12,5136 =0 — 21,0332 =%+ 97633 z— 1=
le cui radici sono
L OU23T3 0 5.=0.595011 ¢z, =0,94341

¢ di con~cguenza le distanze dei trinodi dall’estremo Nord sono ri-
spettivamente km 3.181: km 12.479: km 20.853.

Landamento delle ampiezze per le tre sesse considerate st ot-
tiene dalla relazione

du

du
che nel cazo di m=2. sostituendo a — la =ua espressione. e tenendo
conto dei caleoli precedenti. ¢i fornisce le seguenti relazioni relative

alle tre se<se studiate:
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TaseLLa IV

Uninodale T=25,70; «— ——

o\ q -2n,F () 2~ 2 A
Sezioni
106 1010 ¢m? 108 ¢m cm cm
0 [ 100,00
1 1692,18 358.75 — 1.1425 - - 1.93 4+ 98.07
2 1692,48 610.54 2.0981 3.55 9.1.52
3 1692.48 $16.83 2.3321 3.95 90.57
4 816,24 923.93 3.0513 2.58 87.99
3 816,211 3.53937 3.0 81.95
6 1692.48 3.23145 5.17 79.18
n 1692.48 2.2702 381 | 75.01
8 1692.48 2.1812 1.20 Tt
9 1692.48 2.9951 5.07 06.37
10 1692.18 3.0602 5.18 61.19
11 169218 3.8205 6.17 51.72
12 123.12 3.7197 1.57 :
3 123.12 3.3911 1.14
11 123,12 3.8523 1.63
15 123,12 12419 1.80
16 123.12 1.7827 2.02
17 123.12 5.1221 217
15 $16-24 5.1742 1.63
19 816.24 61107 5.2
20 416.21 7.8061 6.66
21 123.12 10,1018 110
22 123,12 8.2862 351
23 123.12 8.8696 3.75 15.72
24 123.12 8.5715 3.63 12.09
25 8-16.24 7.0013 5.92 6.17
26 123.12 7.6069 3.22 2.05
27 12312 10.1158 1.29 — 131
28 123,12 10.8291 1.58 5.92
29 123.12 13.8800 5.87 11.79
30 $46.24 11.2691 12.08 23.87
31 1692.48 11.8617 25.15 19.02
32 1692.48 18.3629 31.08 80.10
33 1692.18 20,7901 35.19 115.29
31 169218 16.1600 78.63 193.92
35 1692. 18 123.6993 209.36 103.28
30 1692.18 98.3151 16610 569.68
37 1692.48 51.5583 87.20 056.9-1
38
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TABELLA V

Binodale T=16,2 u= —

DEL LAGO DI 1SEO

aAx 2g, 2N, 2
Sezioni
1o ' ein? 107 em cm cm

0 100,00
| 1259 5155 350.75 — 1.1425 — 187 + 95.13
2 1259.5155 603.00 2.0722 3.83 86.30
3 12595155 791,35 2.2591 9.62 76.68
] 2129.7577 882.02 2.9158 6.21 047
5 2129.7577 955.13 3.3810 7.20 63.27
6 259.5155 1065.06 2.9620 12.65 50.65
7 25 204.35 | 1.9792 8.13 12.922
o R 2 2.0503 8.73 33.19
9 2.3598 10.05 2344
10 2.2679 9.06 13,78
" 2.6665 11.36 2.12
12 2.5111 2.5 — .39
13 2.2669 2011 280
11 2.5072 2.67 5.17
15 1061.8789 2.6936 2.6% 9341
16 10618769 2.9582 3.15 11.19
17 1061.8729 1520.66 3.0055 3.30 11.79
18 2129.7577 1193.67 3.1184 0.71 21.50
19 2120.7577 1156.31 3.5029 7.16 38,96
20 2129.7577 1113.23 1.0931 8.7? 37.68
2] 1061.8789 1396.71 5.3260 5.67 13.35
2 1i61.8789 131520 1.0:459 1.31 47.66
23 1061.8789 1315.17 | 1.2163 1.19 32.15
21 1061.8789 1282.88 ! 3.9595 1.22 56.37
25 21297577 1222.99 3-0690 6.51 62.91
26 1061.8789 11658 3.1751 3.38 06.29
27 1061.8789 1117.95 1.0512 .32 0.61
106 1.8789 106058 11068 1.37 7108
29 1061.8789 1021.906 5.0030 5.12 IR
30 026.17 1.7572 10.13 00.53
31 T15.99 3.9072 16.61 107.17
32 137.35 3.0037 13.18 120.35
33 121.43 1.0582 1.51 121.86
3.4 22971 i . 1778 22.05 102.81
35 0132 | 28.8912 123.08 - 20.27
36 381.72 29.3631 125.07 145.34
37 213,49 17.7908 5.8 22112

38 3.3

2




278 FRANCESCO PERO 1
TasrrLa V1
Irinodale T=10,75 «= A
&g
«\x q=2 - 2.\, Iny,
Seztoni
10 —¢6 1010 em? 107 em cm cm

0 4+ 100,00
1 9673.270 358.75 11425 — 11.05 88.95
2 9673.270 587.13 2.0776 19.52 69.13
3 9673.270 738.66 2. 1090 2010 19.03
4 1836.635 796.61 2.6335 12,71 36.29
5 1836.635 831.29 2.9532 14.28 22.01
6 T 872.53 2.1271 23,18 1.47
7 868.4¢ 14273 13.80 15.27
8 9673.270 821.15 1.2609 12.20 2747
9 9673.270 716.29 1.2316 11.91 39.41
10 9673.270 616.63 0.9301 9.00 18,41
11 9673.270 470.19 0.8111 7.85 56.26
12 2.418.318 417,45 0.6855 1.66 57.92
13 2.118.318 361.70 0.5300 1.28 59.20
IE 21418.318 295.81 01801 1.16 60.36
15 2118.318 233.22 04081 0.99 61.35
16 2418.318 170.80 0.3300 0.80 62.15
17 2418.318 115.49 0.2351 0.57 62.72
18 1836.635 1.03 0.0022 0.01 62.73
19 1836.635 107.90 0.2597 1.26 61.17
20 4836.635 199.10 0.5776 2.79 58.68
21 2118.318 225.07 0.8568 2.07 56.61
22 2418.318 292.29 0.8791 2.13 54.48
23 2418.318 326.31 1.0460 2.53 51.95
24 2418,318 358.81 1.1074 2.68 19.27
25 4836.635 411.16 1.0318 1.99 44.28
26 2118.318 450.68 1.2263 2.97 41.31
27 2.118.318 481.15 17419 1.22 37.09
28 2118.318 511.29 1.9798 1.78 32.31
29 2118.318 526.61 2.6168 0.33 25.98
30 1836.635 558.47 2.8676 13.87 12.11
31 9673.270 586.63 3.2013 30.97 4+ 18.86
32 9673.270 537.59 3.8027 36.78 55.61
33 9673.270 391.53 3.1120 33.01 88.65
34 0673.270 142.20 3.2019 31.00 119.65
35 + 61.21 — 4.3721 42.29 77.36
36 148.24 11.1031 110.11 — 32.95
37 9673.270 110.10 9.1750 88.75 121.70

38 — 5.52
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= —-=— (156788 2% -18.0274 =~ - 6.1788 = — 1)

ad,

T (18,9285 = 21,6675 = ~2,9807 = ~ 1)
ad,

= (12,5136 =7 21,0332 55 9.7633 5 — 1)

[ valori delle ampiczze

<1 otlengono facendo variare

t

nelle relazioni su «critte,
i rizultati del caleolo sono

riportati nella tabella TIT.

Wetodo i Defant. -
Indicate con 2%, ¢ 2y, H
le ampiezze dei moti oriz- [ i

zontale ¢ verticale di una
cessa generica e assumendo Fig. 4
I'axse delle a fungo la linea

di valle con Uorigine in un estremo (nel nostro cazo estremo Nord}:
del lago. il metodo di Defant <i realizza con le <eguenti formule:

4 - 2.,

T

A

2 \y,

[10]

|2y, b dy
Si{x)

relazioni che «i ottengono direttamente dalle equazioni differenziali
del movimento ¢ della continuitd dell’idrodinamica. Il metodo per-
mette di determinare con-
temporaneamente il perio-
do, Pentita degli spo-~tamen-
i verticali e la posizione |
dei nodi per la sessa consi-
derata.

Notiamo che nel caso di -0 Fie
un lago ¢li spostamenti oriz- )
rontali agli estremi di esso devono annullarsi, per cui =i avra per
entrambe le estremita ¢ =0.

Mi sono limitato a riportare i caleoli (vedi tabelle 4. 5. 6) relu-
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tivi alle Sesse uni-bi-trinodale rimandando il lettore alla nola « Sulle
Se~sc del lago Maggiore » per quanto riguarda il procedimento da
cseguire in pratica per Tapplicazione del metodo sopra aceennato.

Nelle figure 3, -4, 5 sono rappresentati graficamente i valori rve-
lativi allandamento degli spostamenti verticali delle sesse uni-bi-tri-
nodile secondo i due metodi adoperatiz in esse le eurve traltegeiate

riferiscono al metodo di Defant.

Il confronto tra 1 dati ottenuti ¢i mostra un buon accordo tra i
vilori dell’uninodale ¢ della trinodale mentre per la binodale =1 nota
una differenza superiore al minuto: mi propongo di riprendere la
questione in una nota seguente in eui rendero conto in una zerie di

mi<ure escguite in faboratorio <u un modello del Sebino.

Roma — [stituto Nazionale di Geofisica — Dicembre 1918,

RIASSUNTO

Sideterminano con §ometodi di Defant e di Hidaka @ periodic i
nodi ¢ andumento delle ampiczse per le Sesse uni-bi-trinodal e del

luago (i Isco.
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