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L e ipotesi elio generalmente =i fanno nel le teorie idrodinamiche 
del le se^se possono così r iassumersi : lunghi bac in i (canali)) di larghezza 
e profondità v a r i a b i l i ; componente laterale del movimento orizzontale, 
normale alla linea di valle, trascurabile , ciò che presuppone il moto 
orizzontale verificarsi soltanto para l le lamente al l 'asse x, che, in cor-
rispondenza della l inea di valle, sta nel piano orizzontale costituito 
dalla superficie l ibera del lago in quiete. Queste ipolesi si r i tengono 
prat icamente soddisfatte se non si verificano brusche variazioni né 
in larghezza e profondità , né lungo la l inea di valle . 

S i r i t iene inol tre che lo spostamento vert icale i] delle part ice l le 
d 'acqua dipenda soltanto da e dal tempo /; conseguentemente esso 
è uguale per tutte le part icel le clic si trovano, in un dato istante, in 
una sezione verticale S(x) del lago, normale all 'asse x. 

Per onde lunghe, r ispetto alla lunghezza d'onda delle quali la 
profondità h del bacino «ia piccola , l 'accelerazione vert icale si r i t iene 
trascurabile . Conseguenza di questa ipotesi è clic soltanto la pressione 
idrostatica risulta dinamicamente efficace; sono quindi da considerare 
soltanto le variazioni di pressione derivanti dalle variazioni di l ivel lo. 
Naturalmente , anche gli spostamenti orizzontali £ sono uguali per 
tutte le part ice l le di una stessa sezione trasversale .S(.v). 

Inf ine, la supposizione, generalmente realizzata nei bacini natu-
ra l i , che r i t iene i dislivelli i| piccoli r ispetto alle profondità li, coni . 

porta la soppressione del termine nell equazione idrodina-
dx 

mica fondamentale di E u l e r o ; per cui l 'equazione del movimento in 
un bacino generico assume la forma 

a 2 t du 
= — s C1] 

di" dx 
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L'equazione di continuità esprime elle l 'eccedenza del l 'acqua en-
trante su quella uscente dallo strato di spessore Òx, compreso fra le 
sezioni 5 ( ; * ) e S(x 4- 6x) genera il dislivello alla superfìcie dello strato 
stesso. L 'equazione di continuità, se b(x) significa la larghezza varia-
bile del bacino, misurata alla superficie l ibera, diventa 

1 

b(x) 

3 

dx 
S(x).l [2] 

La soluzione di queste equazioni conduce ad un problema ai li-
mili di 2. ordine; il quale, notoriamente, ha soluzioni soltanto pet 
determinati autovalori di un parametro. Nel nostro caso, questi va-
lori sono i periodi delle possibili oscillazioni l ibere . 

G. Chrystal ( ] ) trasforma le equazioni [ 1 ] e [ 2 ] mediante l ' intro-
duzione delle variabili 

u = t.S(x) [ 3 ] 

hi v - dx. [4] 

a rappresenta il volume del liquido che attraversa la sezione S(:v> 
in forza dello spostamento orizzontale t, mentre v esprime l 'area , 
calcolata sulla superficie l ibera, della superficie l imitata da quella se-
zione e dall 'estremo .v = 0. 

Si l.a 

di" 
= S(X) 

d"t Su 

d~U 

dv'~ 

di-

1 da 

b(x) dx 

dv dx dv b(x) dx 

dx 1 3 1 3 [S(: 

dv ' b(x) dx b(x) dx 

3 ' 1 3 [ s m 

dx . i(x) dx 

Dalle (1) , (2) consegue 

3 2 | 

et'- " 

Moltiplicando per S(.v) e ponendo 

S(x).b(x) = o( v), 

dove x risulta, per la [ 4 ] , funzione di r , -i ottengono le equazioni ni 
movimento e di continuità sotto la forma 

3 ~u 

dt~ 
go(v) 

dt-
[5] 
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3 ii 
'1 = 

dv 
[ 6 ] 

Se ti è rappresentabi le mediante la «omnia di ima serie di sem-
plici funzioni armoniche di i , 

ti - i l ; Ui(v) s i n cOi(t-ti), 
i 

Penuazione di Chrvstal assume la forma 

(0; ~ T, 

a(v) 
dv" g ì ' 

[ 7 ] 

La curva rappresentala dalla funzione a ( r ) fu detta da Chrystal 
curva normale del bacino d ' a c q u a : c--a ha per ordinate i valori di 

S(x).b(x) e per ascisse i v aiol i di j" b(x) dx. 

La determinazione delle oscillazioni l ibere nei laghi è quindi ri-
condotta alla risoluzione di un'equazione differenziale omogenea del 
sccond'ordinc . con certe condizioni agli estremi. Chryslal ha risolto 
la [ 7 ] in molti casi part icolar i , nei quali la curva normale può iden-
tificarsi con una curva analit ica o tratti raccordati di curve anal i t iche 
(curve parabol iche o b iparabol ihe , concave o convesse, quart iche . 
tratti ret t i l inei , ecc.) . 

Nel 191") Proudman (") risolse il problema — sesse l ibere , rap-
presentale dalla | 7 ] , e sessc forzale — in tutta la sua general i tà , 
prescindendo dalla forma della curva normale , purché la l'orma c le 
dimensioni della sezione trasversale del lago mul ino lentamente . Nel 
1924 Matteuzzi ( " ) dimostrò che il problema può essere risolto ele-
gantemente e in modo più rapido della soluzione proposta da Proud-
man. mediante un'equazione integrale di Vol terra di seconda specie. 
VII' alto pratico però queste soluzioni riescono mol lo faticose (il me-

todo di Proudman è stalo appl icato una sola vol ta : da Doodson e col-
laboratori ( ' ) al lago di Ginevra) . Data la natura del problema ò pre-
feribi le r icorrere a soluzioni, forse meno rigorose, ma che riescono 
più agevoli, pur consentendo risultati a t tendibi l i . F ra queste mer i ta 
part icolare menzione il procedimento proposto da Hidaka ("), che 
appl ica il metodo delle variazioni di Ri tz alla determinazione delle 
sesse di un lago. 

Hidaka considera l 'equazione di Chrystal [ 7 ] , con le condizioni 
ai l imiti 
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n ( o ) = i i ( o ) = 0, [ 8 ] 

dove a è l 'area superficiale totale del lago. Sarà quindi 

0 < v < a. 

L a funzione a(v) ha la proprietà di annullarsi agli estremi del 

lago, così che è 

a[o) = o(u) = 0. [ 9 ] 

Posto 

ed espresso a in funzione di s, la [ 7 ] si può scrivere 

= 0 , [ 1 0 ] 
<L~ a (z ) 

con le condizioni ai l imil i 

i / ( 0 ) = 0 , ? i ( l ) = 0, [ 1 1 ] 

e dove 

L i - a -

T* g 
[12] 

La [ 1 0 ] , con le condizioni [ 1 1 ] , è soddisfatta solo da certi valori 
del parametro À. L ' integrazione della [ 1 0 ] , soggetta alle condizioni 
| 1 1 ] , per un noto teorema del calcolo delle variazioni, è equivalente 
alla ricerca del valore stazionario del l ' integrale 

/ < « , = [ i 3 ] 
J i\ dz I a[z) \ 
O 

Siano Mf„(s), lI f t ( s ) , - M',„ (s), m i l funzioni soddisfacenti alle ( I I I 

'Fi (0) = MMD = 0, (i = 0 . I , . . . in) [ 1 4 ] 

e sia u espr imibi le con la serie finita 

// = Aa M'„ + A, VI', - f . . . + A,„ M'„, [ 1 5 ] 

Poniamo, nel nostro caso, 

»|',(s) = 2 ( l - s ) . ' a , > [ 1 6 ] 

relazione che soddisfa alle condizioni [ 1 1 ] ; avremo allora 
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ii = Aiz(l—z)zi. [ 1 7 ] 

Sost i tuiamo la [ 1 7 ] nel la [ 1 3 ] e determiniamo le m + 1 costanti 
V > , A Ì M M A M in modo clic l ( u ) diventi un m i n i m o , il clic r ichiede 

di di „ dì 
che sia = 0, = 0 

dA„ 

Ora è 

dA, SA» 
0 

(ili 

dz 
A,. 

(-£)' -

c quindi 

di » 

^ A; (i+l)s'~ (i + 2)z~-r< • V i <7 + 1 ) ^ — 17 + 2 ) - ' 1 

SA-, 
(i+1) z! — ('+2) '. * (,'+l)=j_(_/-+2)=i ; 1 ' dz -

\ I 

~\f 
z{l—z)z\ Z ( l - a ) a f 

• A ; = 0 . [18] dz 
CT (Z) 

( j = 0 , 1 , 2 , . . . , m) 

I l pr imo integrale può essere agevolmente valutato. Si ha quin !i 

- ; ( i + 2 ) ( y + 2 ) _ ( i + 2 ) ( / + ! ) + (' + ! ) ( / + 2 ) , ( i + l ) ( , / + l ) _ 

» ' ' i + 7 + 3 " + 7 + 2 

J a(s) \ 

L ' in tegra le 

i 

I -

z 2 ( l — z f j + i 

a(z) 
dz. 

' + 7 + 1 

[ 1 9 ] 

[20] 

va calcolato numer icamente . 

( * ) Inspiegabi lmente, Hidaka scrive i primi due termini tra parentisi come 
' J _ I ( 7 + I H " ( ' + 1 ) 7 

i + j - 1 
G . Neumann ( 6 ) . 

. La stessa forma erronea viene ripresa da 
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Hidaka dà quindi un procedi incnlo alto a determinare la curva 
normale , ([iialora questa sia espr imibi le in l'orina analit ica espl ic i la . 
P o i c h é ncll applica/ione che noi larcmo ciò non è possibile, trascu-
riamo di accennarvi . 

Dalla (19) consegne il sistema di m + 1 equazioni : 

O 

1 0 
— u . U a + 

L'e l iminazione ili A„, A , . A 2 , . . . conduce a l l ' annul lamenlo del de-
terminante dei coefficienti di A„, A , . A , . . . . il che costituisce l ' equa-
zione dei per iodi . In questa equazione è 

L = j z V - = ì - Z " d , [ 2 1 ] 
o ( = ) 

La soluzione del problema per grossi valori di m diventa assai 
{•rd.ua. Hidaka dà la soluzione per ni~l e m = 2 . 

P e r m = 1 si ha 

U = + S) 

e l 'equazione dei periodi diviene 

1 1 n — V 
3 

- V -

F 
• v £ 

I 

\ 

-J-K 
15 

- TJk 

=0. [22] 

cioè, sviluppando, 

Per l'orme semplici della curva normale , la [ 2 2 ] è sufficiente per 
la sessa uninodale . 

P e r ni =2 è 

u^z(l~z)(/i0+ALz+Aìz-) 
e I equazione dei periodi diviene 

A 

r 

i 

u 
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10 

V-

- 7 l ' -

- l j . 

15 

I 
LI 

10 

1 

10 

— LI 

- 1.1 

- k ~ '>'• 

= o. 

d a c u i s v i l u p p a n d o : 

V M - i X - f a + W A - Ù ' ) 

1 

i r t v . 
3 5 

. i - U -
D 

— L 

I o 

P + 
1 

L 
3 

7, 
5 3 

700 350 1 2 1 0 0 

' = 0 . 
10500 

[ 2 3 ] 
30 60 

Calcolali numericamente gli integrali /,,. /, è facile risol-
vere la [ 2 3 ] rispetto a ?.. Ai tre valori ?.t, A., che così si ot . 
tengono corrispondono, mediante la j 12] , i periodi delle sesse uni- , 
lii- e trinodali. 

C A S O tu = 3. — Come si è detto, Hidaka si l imita a considerare 
il caso in=2. In pratica ciò può soddisfare alla preci-ione richiesta, 
l 'orò, per curve normali mollo complicate , può essere uti le r icorrere 
al caso m = 3 : oltre ad una maggiore precisione per le sesse di più 
piccola nodalità. ciò consente pure la determina/ione del periodo della 
.-essa quadrinodale. 

Per ni 3. come -i può facilmente verificare, l 'equazione dei pe-
riodi diventa 
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Sviluppando il determinante di ( jnart 'ordine -i ottiene l 'equa-
zione in /. : 

dove 

u.,l l - f u . l : : + a J - + a ! ? .+ «„ = 0, [ 2 4 ] 

« 4 = + I j j j - l j j ^ ì l j j j , I J J . — l J l -f-

+ I J I - I J J . + 'ZIJJJ, - 2 I J J J - 2 I X L + 

- " 7 7 " - 4 - W - W - -63 7 35 < 

- i,U:~ ~ w , ~ ~ w - W * -! 0.) o 5 La 

+ 7 7 - V : , + — U _ II: + 63 21 l o 63 i 

+ — u - — /././-- 1 /./,/,- — /./,/ -
35 ' 63 7 105 

— I,1.,I. — 1,1.1,+ —— LI I. — IJ. I.+ 
5 105 ' 3 ' " 5 

+ W:,+ W , + ~ I X - iX ~ 

- 1 ix-r 1 /. ;- 1 /:/... - i i / ! / , - - - -/ ./. 7 
3 63 " 7 105 ' 15 " ' 

1 i j -. L j u 1 i l i. ._ 
3 " " ' 21 " " ' 15 " " '' 15 

L U,[, — 1..L-- — I J J : , 1,1,1, 4 
3 5 3 3 

+ - - u l !.. T ' ù 4 + - ' LIr,+ ' l'i-
li 3 3 3 3 

F R / = I I ' , + ~ R 

W « f i i ? '•'< - s ì T u + 
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2 3 r 1 S .167 , 
- — " " — — / , + — — V : ; + 

105 3 5 0 ' 2 9 4 0 9 4 5 0 

1 9 4 / 1 - — L I - ~ h 1890 * 5 2 5 " 2 1 0 0 * ' 3 3 0 7 5 

577 /!+ h h + U — — /.,/. 
18900 1 0 5 0 ° • 1 0 5 0 " " 30 

7 0 0 30 60 60 

+ 

7 7 1 7 5 0 7 3 5 0 0 1 3 5 0 0 * 6 6 1 5 0 0 

L . 

6 6 1 5 0 0 3 5 0 0 1 0 5 0 0 

1 1 8 5 2 2 0 0 0 

Determinale le radici della [ 2 4 ] , i valori dei periodi delle sesse 
-i oltengono sostituendo a l le radici ottenute nel l 'equazione 

[ 2 5 ] 
V }8 

che deriva dalla [ 1 2 ] . 
L 'ampiezza dello spostamento consegue dalla [ 6 ] , clic può anche 

essere scritta 
clu 

t l = - — • « [ 2 6 ] 
dz 

Questa esige la determinazione di u espressa dalla [ 1 7 ] : e quindi 
di A„, A , . . . Queste, ult ime si possono determinare dalle relative equa-
zioni dei periodi , clic variano al variare di m (m = 0, 1, 2 , 3 ). 

La localizzazione dei nodi si ha invece mediante I annullamento 
di t): 

— = 0 . [ 2 7 ] 
dz 

F.c sesso del lago di Curda. 

Pochi sono finora gli studi sulle sesse latti in I ta l ia . L e r icerche 
di carat tere teorico si l imitano al citato lavoro di Matleuzzi . 

Una pr ima sommaria esposizione della teoria di Chrystal si trova 
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noi volnmctlo « Limnologia » di G. P . Magrini ( 7 ) , ])iibblicato nel 
191)7. Nel 1909 Francesco Vercell i ( s ) appl icò il metodo Du Boys c 
uno dei melodi Clii y<laI ( l inci lo relativo alla curva normale bipara-
bol ica) al lago di G a r d a : ed è questo I unico lavoro di applicazione 
delle Icol ie -lille sesso ad un lago ital iano. Poco prima A. Dolant ('•') ap-
plicava al lago di Garda un altro metodo proposto da Glirystal, cpiello 
(I le considera la curva normale come risultante dal raccordo di traiti 
rettili nei . Per le pr ime quattro sesse Vercel l i ottenne i periodi 41 .3 ' " ; 
22 .97 ' " : 16.13 '" ; 12,51'". Defant invece pervenne ai seguenti valori per 
le pr ime cinque sesse: 42 ,28 ' " ; 28 ,00 ' " ; 20 ,13 ' " ; 14,83 '" ; 11,9'". Il disac-
cordo era part ico larmente sensibile nella scssa b inodale , elle DolanI ave-
Mi calcolalo in 28 ,00 , conforme, secondo lui , alle osservazioni ohe davano 
una media di 28..5'". Gli autori sostennero i propri punti di vista ( ' " ) . 
finché nel 1918, applicando al Garda un metodo di sua ideazione, 

2 0 MARZO 1 9 4 0 

!• iiz. I. — Sc.-se il n in olitili regislrale a Riva l per 36 oscillazioni complete, periodi) 
medio T = -13'". 1)6: riduzione strumentale 1 a 5). 

Delant ( I J ) ottenne per le scsse uninodale e b inodale i valori 39,8'" 
e 22.65'" r ispet t ivamente ; e fu quindi costretto a constatare che l 'onda 
di 28,6'" non poteva essere la binodale . Egli attribuì il risultato erro-
neo della stia prima ricerea al metodo di Chrystal , di cui si era valso. 
In un prossimo lavoro, avremo modo di provare che l 'errore non ora 
da attribuirsi al metodo ma ad un coefficiente sbagliato sfuggito a 
Chrystal nello sviluppo della -ua teoria relativa a laghi con curve 
normali re t t i l inee ; fu tale svista clic condusse Defant a quei valori 
e rra l i . Nello stesso errore incapparono anche i giapponesi Nakamitra 
e Honda nello studio delle del lago H a k o n é (Giappone) . 

Lo osservazioni fatte da Valentin e l oglio attr ibuiscono alla sessa 
uninodale del lago dì Garda il periodo medio di 43"' ( M ' M ) . La media 
dei valori osservali da Vercel l i è di 12.3'". mentre Defant nello spoglio 
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di 222 scric , consistenti in 5494 oscillazioni comple te , ottenne un va-
lore medio di •12.92"'. avendo osservato anche moll i valori intorno 
ai 44"'. Possiamo quindi r i tenere come uguale a 43"' il valore più pro-
babi le osservalo per la sessa uninodale del Garda (fig. 1). 1 valori 
periodo della sessa binodale presentano una estesa gamma fra i 20'" e 
i 25"' . La giustificazione di questa variazione piuttosto ampia sarà data 
in un prossimo lavoro. 

Po iché il valore del periodo della sessa uninodale ottenuto da 
Vercelli (41,3 '") e, più ancora , quello trovato da Defant con il suo 
metodo ( 3 9 . 8 " ) risultano sensibi lmente inferiori a quello osservato, 
ho ritenuto non inutile appl icare il metodo di Hidaka al lago di 
Garda. Data la complessità della curva normale relativa a quesio 
Iago, solo un metodo che prescinda dalla forma di tale curva piti 
infatti consentire (li ottenere valori maggiormente appross imal i . Oltre 
ai periodi e alla posizione dei nodi , avremo modo di calcolare anelli 
la suddivisione delle ampiezze per tutta la lunghezza del lago, in 
corrispondenza delle pr ime (piatirò sesse. 

Res ta |ioi la questione relativa ali oscillazione di 30m c i rca , che 
viene registrala nel la parte settentr ionale del lago e a Peschiera : ma 
di essa ci occuperemo in seguito. 

In questa prima parte del lavoro mi sono valso, per i calcoli , dei 
dati ottenuti da V ercelli suddividendo il lago in 65 sezioni trasversali 
sopra una caria bal i inelr ica al 50 .000 . La linea di valle nella parte 
meridionale del lago fu da Vercel l i ritenuta media fra le linee (li 
fondo massimo dei bacini di De<enzano e eli Peschiera . 

1 dati tratti dal lavoro di Vercell i sono contenuti nelle colonne 
seconda e terza della tabella 1. e riferiscono alle grandezze x ( a s c i s -

se) e v (superfìcie parziali) . 

P e r il calcolo del l ' integrale [ 2 0 ] Hidaka dà un procedimento che . 
consentendo di esprimere anal i t icamente permei le una rapida 
integrazione. Nel nostro caso però, tale procedimento non può essere 
appl ica lo , data la complessità della curva normale del Garda, quale 
risulta dalle determinazioni di Verce l l i ; pertanto, dovremo ricorrere 
al l ' integrazione numer ica , lenendo presenti le condizioni agli estremi, 
corrispondenti a ~ = 0 . z = l . 

Come risulta dalla tabella f . il calcolo ha dato per gli integrali 
i seguenti r isul tat i : 

7 0 — 3 . 8 6 9 7 4 8 7 ; 7 , = 1 , 7 1 3 2 0 3 5 ; /„ = 0 . 9 3 3 9 3 2 0 ; 7 , = 0 5 7 8 2 5 0 6 ; 

7 , = 0 - 3 9 0 5 2 5 7 ; 7 , = 0 2 8 1 1 . 7 1 4 ; 7 , = 0 - 2 1 2 6 2 4 2 . [ 2 8 ] 

| 
l 

V 
B i 
il 
Jl'l 

r 

t 1 

E I 
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Periodi. — Trascurando il caso m = ( ) , per m = I dalla [ 2 2 ] -i Ila 

6 7 9 0 1 5 9 / . ' - — 2 5 6 2 0 9 2 y . + 1 6 6 6 6 7 = 0, 
da cui 

À t = 08355,/, . , = 2 9 3 7 7 . 

( )s-cr\ iamo ora clic la superficie totale del lago è « = 371432930 n i " : 
inol i le g~-9,807 in sec~. Data I unità di misura prescelta ( M ) , dalla 
| 2 3 ] si ha per le sesso uninodale e binodale , r ispet t ivamente : 

Ti = 4 2 ' " , 9 7 ; T., = 22"\92. 

Per m = 2, dalla [ 2 3 ] e per le [ 2 8 ] -i lui 

7 0 4 8 1 2 6 7 - 6 6 7 0 7 6 0 7 + 1 6 4 8 0 3 8 À — 9 5 2 3 8 = 0. 

clic risolta dà per A i valori 

7 = 0 8 3 5 5 . /„ = -2752 , /.,. = -5877. 

Dalla [ 2 5 ] conseguono per le sesse uninodale, binodale e trinodale 
i i-pell i\ amente 

Tl = 12"',95 . 7 , s = 2 3 " ' . 6 7 , T.. = 1 6 - ' 2 . 

Nel caso rn = 3, dalla [ 2 4 ] — dove si tenga conto delle <(-, 
(i = 0, 1. 2 . 3. 4 ) — e ricordando le [ 2 8 ] , >i ott iene 

1100/.' — 7 9 0 7 / : + 175l/.2— 990 5/.+ 54 = 0. 

le cui radici sono 

Àj = 0 8 3 5 I . /., = -2755 . À;; = -5760 . A, = 9935 . 

La [ 2 5 ] dà allora per le sesse unidodalc, b inodale . trinodale e 
cpiadrinodale 

rl\ = 42'" 97 . v ; = 23'" 66 , 7 ; = 16," '365 , '/' --12"'. 16. 

Determinare i periodi delle -(---e di nodalilà piii elevala sarebbe 
prat icamente impossibile con il metodo di Hidaka . 

In genere appare superfluo proseguire la ricerca delle sesse di 
nodalità supcriore a 3 o a 4. Oliando lo si ritenga opportuno, può 
servire mollo beile allo scopo il metodo delle approssimazioni quur-
ticìic. dovuto a C.hrv-ial ('- '). Neil "esposizione, mi l imiterò allo - I rc l to 
i!cccs>ario per la comprensione del metodo. 

La curva normale sia una ipiarlica della l'orina 
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q u a r l i c a concava. P e r sempl ic i tà sarà - u p p o - l o . c o m e (li consueto nella 
teoria di C h i y s l a l . c l ic il lago a b b i a larghezza un i forme e sezione 
Ira-versale re t tangolare cosi che l ' espress ione per la profondità è 

li11 —x-/a-)'\ (*) 

a es -cndo la disianza Ira l ' o r ig ine (I e l ' e s t r e m o A (fig. 2). L ' o r i g i n e 0 

Q 0 P A 

l'in. 2 

è scel la -lilla v e l l i c a l e del ])unlo più profondo, dove essa i n c o n t r a la 
superf ic ie del lago. Sia il lago quar t i co ( concavo) tronco e sia P Q = i ; 
in P e (,) -i lui x=p. x = </. S ia il la profondi tà in 0 . e r , s r ispett i -
\amente le profondi tà in P. Q. Al lora dall espress ione ( * ) per le 
profondi tà -i deduce 

77T7 . ? _ C p = i — Y rjd , i] l — y s / d ; l = a ^ 1 — y rjd 

+ ^ 1 — s/d • = «y, essendo 

^ 1 — y r j d ± f — V s/d , [ 2 9 ] 

( I m e il segno supcr iore corr i sponde al caso della figura, in cui P e Q 
sono da bande opposte r ispetto ad O. In questo caso l ' e q u a z i o n e 
d i f ferenz ia le [ 7 ] si m u t a nel la 

•lido 

d2 /' 4 ;T2 I /' 
— + 7 ; 7 7 dx~ T• {ir—.v-)- gli 

, - r> • h(A);= u = Fsin»t , con n = , 
T 

e 

h{x) = li{a-—x-f 

e s p r i m e n d o la profondi tà ad una distanza x d a l l ' o r i g i n e . 
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Chry- ta l . seguendo un metodo di S tokes . perviene alla soluzione 

, -, \ V.T , lì-t-.V , -'-' + P / 
\h(a — x - ) =u — A(a- — x-)i,1 sin (lg — lg 

' ì; a—v <i—p \ 
Su 

SÌll?lv(/ T) , l| ' ! 
c.i: 

i;i cui è — y avendo il valore e-pres-o dalla | 2 9 ] — 

TV = 2.T 1/Y " y gd L I \ -.1- Ir • I ! [ 3 0 ] 

+ \ 1 - 1 'l'I 

1 — \ 1 — T/rjd 

1 + \ 1 — i •</<* 

1 + + \ I — 1 s/d 

Si nota subito che (piando i punti P e Q tendono di più in pili 
al le inf ini tamente poco profonde estremità leorielie \ e V". i periodi 
di tutte le sesse tendono di più in più ad uguagliarsi nel comune 
valore -j/ j y gd come risulta dalla [ 3 0 ] , dove h tende ali infinito e 
Y ;i 2 . l'ale periodo è definito da Chryslal periodo della scssu unomatu. 

Quello clic a noi qui intere—a di mettere in risalto, ai fini del lo 
scopo prefissoci, è elle i rapport i dei periodi dipendono solo da una 
co-tante , propria del lago. Po-1 i infatt i 

e = />• i/r i / g 5 [ ; 5 1 J 

E = Ir I.T- [ 3 2 ] 

diviene 

Tv = o / y V- + 8 [33 
e perciò 

l\ T, = -y/(l. + e)/(v- + e). 

In generale , i periodi più lunghi delle sesse di un Iago sono noti 
con -ufficiente approssimazione. Se es-i si suppongono dati , le equa-

, .. 7 v , /., 7V E = V 
,S T J - 1 ) I [ 1 - T T ) ' U = Tv yV+,-

[ 3 5 ] 

consentono di ot tenere E, (_>, note le (piali hi [ 3 3 ] permei le il calcolo 
dei periodi del le sesse di nodali là più elevata. P e r grandissimi va-
lori di v (grandi r i -pet to ad E), la [ 3 3 ] può scriversi 
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7v = g/v; 

da cui consegue clic i periodi delle «e-se di più alla nodali là si ap-
])rossiinano ad una serie arinomi a. 

l 'alto p. es. v - - 2 . poiché (caso m = 3). T 12" .97. 1 \ = 2 3 " . 6 6 . 
dalle [ 3 5 ] si ha 

£ = •305265 , o = 4 9 , 0 9 2 4 5 , 

e quindi dalla (33) , 

7,.. = 16 '" )09; T j = 12'", 16; 7 ; = 9 m ,76 ; 
7', = 8"V15; T7 = 6™,99; T s = 6'" ,12 

do\e i valori di 7 ' ; e 7 , pressoché coincidono con quelli ottenuti con 
il metodo di I l idaka (caso ni = 3 ) . 

\oili. — P e r la determinazione delle l inee nodali 
/ioni l ibere \alc la [ 2 7 ] , Occorre quindi determinare prima l 'espres-
sione di Limit iamoci ai <-asi ni = - e ni.—']. Per ni = 2 . i valori dei 

rapporti , — conseguono da una coppia delle ire equi 
•o - *o 

/,.?.],/„ + 1 1 - I /• i ' . - /,/.! /., 0 
\ LO " / \ 10 " / \ 35 

S e l c i a m o c i , p. delle equazioni 

I / 1 , . \ ./, ; I , 1 I. 

) 1 u + L L - o l i + M 
LO " \ 10 " I An \ 35 I A 

Poiché per la >cs-a uninodale /. = 0 . 0 8 3 5 5 . con i valori di I . I 
L . I . 1, che figurano Ira le [ 2 8 ] risolvendo si ha 

- I L = - -43148 ' = - f - 0 0 6 2 5 
I, A„ o 

vel caso in = 2 é 
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• 'lì o 

da cui . derivando ri-petto a = e ricordando clic nei nodi iln dz — 0 
si ottiene 

I =» + 3 ( A . _ A . ) = + 2 ( l _ 4 ) = - I , 0 

[ 3 7 ] 

Avremo pertanto, con i valori già calcolati per V, A„ e \ , \ 

0 2 5 0 0 = : ! — 1 . 3 1 3 1 9 = 2 + 2 . 8 6 2 9 6 = — 1 = 0. 

Delle Ire radici di questa equazione, una sola è compresa li';. 
0 e I — valori entro i quali può variare : — ; essa è 

1z1 = 0 . 4 3 5 6 0 . 

I. nninodu corrisponde ipiindi. come risulta dalla tabella I- ali: 
sezione trasversale 38 ,265 , e trovasi ad una distanza da Riva pari 
70.13 unità della car ia , cioè sul terreno, pari a km 35 ,661 . 

Il valore di ). corr ispondente alla sessa binodale è (per ni = 2 

A, A., 
A = 0 , 2 7 5 2 . La [ 3 6 ] dà L = — 3 , 2 9 2 6 e = - 1 . 7 3 2 1 . per cui L 

'K 'Li 
[ 3 7 ] diviene 

6.9284= : ì — 1 5 0 7 4 1 = - + 8 5 8 5 2 = - 1 = 0. 

Delle Ire radici di questa equazione, una è maggiore del l 'unità 
le altre due sono 

,=, = •156285 , ,=, = -69991 . 

Le linee nodali della sessa binodale corrispondono perciò ali 
sezioni trasversali 20 .895 per il binodo Nord c 49 ,48 per il binodi 
Sud; e disiano da Riva km 17,792 e km 4 4 . 8 4 r ispett ivamente. 

E passiamo alla se«sa tr inodale corrispondente a ). = 0 . 5 8 7 7 (seni 

p ie nel caso ni = 2 ) . Dalla [ 3 6 ] si ott iene — — = — 5 . 8 9 6 8 . — — 6,7136 

clic sostituiti nella [371 danno 

26 8 5 4 4 = ; ! - 3 7 8312=- + 1 3 . 7 9 3 6 = - 1 = 0 . 

la quale animel le le radici 

. ,=,=•09607 . ..=., = -44833 =.. = -86432. 
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I nodi della ses-a trinodale corrispondono quindi alle sezioni 
trasversali I 1,65 peM il trinodo Nord, 38.7 per il trinodo medio e 57 .59 
per il trinodo Sud. m e n i l e le distanze rispettive da Riva sono di 
km 11.4(18: 3 6 . 1 0 4 e 18,913 

('aso ni = 3 . 
In questo caso è 

/ I, !.. , I 

1 1 0 1 0 1 fi 

e poiché nei nodi è ilu <l:~• 0 . -i dedure 

+ + 

'o 0 A ' 0 

D'al tronde, per m—.3 vale il si- loma 

\ 15 ' I \ 1.05 / \ 14 ' I ~ \ 63 

I, !.. !.. 
I rapporti — — — possono essere delerminat i con le 

A l i 0 0 0 
-eguenli I re equazioni : 

1 0 
U - i - i ' 1 - + ( — - / , / . ) - - + ( - = 0 

\ 10 l , L \ 35 )_10 \ n / ,ln 

l—u + I J L - v . l l * + ( 1 . - / , ; . ) + 1 1 / , . ) ' - o . 
15 - \ 105 ' l,ln \ 14 M 0 \ 63 i i 0 

[ 3 9 ] 

Per la sessa uninodale è A (1.08351. Dalla [ 3 9 ] . r icordando le 
2 8 ] , consegue 

— i - = — 1 9 5 0 6 , — = — -54971 , — ^ = _(_ -36062 , 
-1(1 ^o 'o 
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perciò !a (38) diviene 

I 8 0 3 1 0 = ' — 3 . 6 1 1 3 2 = " + 1 , 0 6 3 9 5 = ' - ' + 2 , 3 9 0 1 2 = — I = 0 , 

L unica radice compresa l'i'a 0 e 1 (le sole che valgono per il 
iio-lro problema) è 

,=, 13183. 

I.a sezione trasversale corrispondente a i r u n i n o d o e 3 8 , 1 1 ; la di-
sianza eia Hi va dello sic—o. km 35 .531 . 

Per la ses»a binodale è /. = 0 .2755 . Dalla [ 3 9 ] consegue 

3-1605 + 2 .3085 — 1217 
K K 

e la (38) diventa 

2 ,1235= ' — 1 0 , 9 3 2 8 = - + 1 7 , 3 0 7 0 = = — 8 , 9 2 1 0 = + 1 = 0 , 

i Ile aminel le le due soluzioni compreso Ira 0 e I 

,=, = • 15351 , , = , - - 70203 . 

I.e sezioni trasversali eorr i -pondenti ai due nodi sono 20 .615 
por il binodo Nord e 19,58 per il binodo Sud. lo disianze da Riva 
essendo di km 17.50.'! per il primo e di km 44 .890 por il secondo. 

La -essa trinodale corrispondo a /. - 0 . 5 7 6 0 . Dalle | 39 | si ha 

'<- = — 6 , 7 3 8 0 5 
L ' ' I, 

+ 1 0 , 5 5 0 4 , ' ' . — 3 , 7 1 6 2 , 
I - 1 n 

e la (38 ) diviene 

18,581 0 = ' — 5 7 , 0 6 6 1 = " + 5 1 , 8 6 5 5 = - — 1 5 , 1 7 6 1 = + 1 = 0, 

che Ila le seguenti tre radici comprese Ira 0 e I : 

. . = , = • 0 8 8 2 6 •8 I 163 

.Abbiamo per tanto : trinodo Nord coincidente con la sezione tra-
sversale 13.75 e distante da Riva km 10.526; trinodo medio coinci-
dente con la sezione trasversale 37.7| e distante da Riva km 3 5 . 0 8 6 ; 
trinodo Sud coincidente con la sezione trasversale 56.61 e distante 
da Riva km 18,400. 

P e r la - f - s i quadrinodale -i è trovalo /. 0 .9935 . La [ 3 9 ] da allora 

i - = — 9 , 5 5 5 ; A = + 2 3 , 5 3 4 ; -dlL 
•<o h 'o 

16 3 9 0 . 
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mentre ìa [ 3 8 ] -i scrive 

8 1 , 9 5 0 s < — 1 5 9 , 6 9 6 ^ + 9 9 , 2 6 7 ; ; - — 2 1 , 1 1 0 = + 1 = 0, 

le cui radici sono 

4 S 1 = - 0 6 5 4 8 , ,SS = - 3 1 1 2 6 . ,=:, = - 6 1 7 9 8 . = 9 2 3 9 8 . 

Conscoi ie : (|uadrinodo Nord coincidente con la sezione tra-ver-o 1 

sale 11.36 e distante da Riva k m 8 , 1 6 5 ; quadrinodo medio Nord 
co inc idente con la sezione Ira-versale 32.1 e distante da Riva km 
2 9 . 3 1 0 ; quadr inodo medio Sud coinc idente con la sezione trasversale 
16,73 e distante da R i v a k m 13 .111 : quadr inodo Sud coincidente con 
la sezione trasversale 60 ,42 e distante da R iva km 5 0 , 4 2 3 . 

R iassumiamo nella tabel la clic segue i r isultal i delle r icerche com-
pil i le fino ad oggi sulle sesso del G a r d a . 

T A B E L L A I I 

C 
111 

T2 
ni 

T 3 
in 

T. 
in 

T , 
m 

T , 
ni 

TR 
m 

T. 
in 

\ aleiitin-Tesilio) 12.5-43 22.5-23 
» » 1 Vercelli) 42.3 22.6 15.7 12.2 10.1 9 ì .3 6.3 
>> 0 i Del'anl 43.0 21.80 15.0 12.1 9.9 8.8 7.3 — 

» calcolati 1 \ eccelli) 41.3 22.97 16.13 12.51 10.2 8.63 7.17 6.59 
)) » 15.54 11.71 9.39 7.84 D.72 5.88 
» » (Del'anl) 39.8 22.65 
» (Caloi) 42.97 23.66 16.36 12.16 
» » » 16.09 12.16 9.76 3.15 6.99 6.12 

Il nuovo valore per il periodo della -e—a uninodale clic è la 
fondamenta le Ira le se-se di un lago - risulta co inc idente con la 
media elei valori osservati . Il valore calcolato per la sessa b inodale 
appare l ievemente supcr iore a quel lo o--er\ato. In real tà però , come 
già si è detto, i valori osservali per la se-sa b inodale abbracc iano una 
gamma assai estesa, clic va da 20 , : cu. a 2-1"' ca . : g a m m a t roppo va «la. 
per r i tenerla c a m p o (.li variazione (li un solo tipo di osci l lazione 
l ibera . Proveremo ini'alti in un prossimo lavoro I esistenza di un se-
condo tipo di -e—a binodale . cl ic in lercs-a soltanto il bac ino occi-
dentale del Garda (Desenzano-Riva) , avente un periodo di 211' ca. 
Ciò spiega come la media dei valori osservali possa a p p a r i r e , per la 
-essa b inodale interessante I intero lago, un pò" inter iore al valore 
•alcolato. Di fatto negli esempi eli registrazione r iportat i nel c i ta lo 



l ' I E T H O CAI . ( I l 

+ 6 0 

+ 4 0 

+ 20 

0 

- 2 0 

- 4 0 

- 6 0 

- 5 0 

- 1 0 0 

l ' i < i . 3 . 

lavoro <|i \crce l l i , sono numerosi ed ampli i irruppi d 'onde con [>;• 
riodo di 24"'. Osservazione analoga per la scssa Irinodale. 

A dire il vero, uno studio sistematico delle osservazioni relative 
alle .-esse del Garda non è stato ancora compiuto , quelli precede: li 
essendo relativi ad una sola stazione d'osservazione (R iva o l)e-o>i 
/ano. con qualche registrazione di Salò o Toseolano) e ad epoche d i -
verse. I n simile lavoro risulterà di grande interesse, anche pei il 
coni rollo delle ilice noe lali e dellt ampiezze degli spos lamenti re alivi 

l i ceo le distanze d; Riv i d e i nodi di alcune soss( . secondo i i-.il-

coli di \ ereel 1 i di Dolant e miei 

l ninnilo liinoilo Trinod D (Juan •inolio 

ascis se 1*1 -rv. A , v i 

Vercelli km 35.ti") 1 7 . 8 0 • 1 4 , 9 5 9,66 33.56 4 7 . 8 0 

Di-falli 32.5 16.5 12-2 

r i - ' 
m = 3 35.53 17.51 • 1 4 , 8 9 10.53 35.09 4 8 . 4 ( 1 8.165 29.31 4 3 . 4 4 50.42 

l.alm i in = 2 35,66 1 7 , 7 9 4 4 , 8 4 11. H 36.10 4 8 . 9 1 
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i] = a l 0 ) l , 8 0 3 I O ; 1 — 3,6-1 L32="+ 1,06395=- + 2 , 3 9 0 1 2 = — 1 ( . 

per la hinodale 

i l ^ — .'///0)2,1235= i—10,9328=' + 1 7 , 3 0 7 0 = - — 8 , 9 2 1 0 = + 1 | , 

per la Irinodalc 

= _ 3 . 1 ^ 1 8 , 5 8 1 0 = ' — 5 7 , 0 6 6 1=' + 5 1 , 8 6 5 5 = - — 1 5 , 4 7 6 3 = + 1 | , 

e. infine, per la (|tiaclrinodaIe 

Il = : — •/„)« 1 ,950=' — 159,696=" + 9 9 , 2 6 7 = - — 2 1. 1 1 0 = + 1 | . 

l 'acendo variale = nelle qualtro precedenti equazioni, si ha I aii-
damenlo dell ampiezza per le (piatirò se--e considerale . 1 ri-ullati ilei 
calcolo >01*10 contenuti nella tabella I I I . 111 cui è C, = i|/.-i /0 

l̂ e figg. 3 e I danno una vai>presentazione grafica del! andamento 
dell ampiezza (Ielle prime quattro se—e. 

Si noterà che nella parie Sud del lago le sessc uninodalc e iiino-
dale |iresenlaiio un'ampiezza clic è circa i (> IO di quella d i e -i 
verifica nella parie Nord, dove i! la«-o, an< he -e più profondo, è però 
in compenso mollo st ivi lo. La sessa ir inodalc si presenta agli estremi 
pressoché con la stessa ampiezza, mentre la quadrinodale Ila a Sud 
1111 ampiezza che è circa una volta e mezza quella che -i verifica a 
Nord; e ciò si -piega con il notevole spostamento verso Sud dei nodi 
di quel la sessa, supcriore a quello delle altre -esse, già mollo a"-
(•(>111 nato. 
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In ipiesla prima pane del lavoro (ledimio alle sessi' del Garda 
vengono delermintili i periodi (Ielle tvs<e interessanti I intero lauo, 
mediante I estensione di un melodi) di llidaha. che consente di pre-
scindere dalla forma della "curva normale ' del lago. I periodi cosi 
ottenuti (42'" , 9 6 ; 23'", 6 6 ; l(>,n. 3 6 : . . . ) , specie tpiello della tessa fon-
damentale. si mostrano più conformi alle osservazioni di tinelli dati 
da precedenti ricerche. 

Si determinano poi i nodi e I andamento delle ampiezze in corri-
spondenza delle prime ipiullro sesse, mettendo in evidenza In notevole 
disimn!ehia distributiva di dette grandezze, dovuta alla particolare 
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con figurazione ilei lago. clic nella parte meridionale /trescala la mas-

sima estensione e la minima profondità. 
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