NATURA ED ENTITA’ DEGLI ERRORT NELLE RIDUZIONI
TOPOGRAFICHE ED ISOSTATICHE DEI VALORI DELLA
GRAVITA® (¥)

M. Cux~ierT!

INTRODRUZIONE

Uno dei metodi di studic della c¢rosta lerresire eonsizsle nella
interpretazione  delle anomalie gravimetriche, Oltre che in campi
a~<ai limilali ¢ per indagini subsuperficiali nella geofisica applicata.
exzg viene <frutlato a scopi geodelici e geofisici purt per conoscere
lo stato, la costiluzione e la forma della erosta terrestre.

Per « anomalia gravimetrica » intendiamo la differenza fra la
gravild ricavala sperimentalmente e un « valore normale » opportu-
uamente sceelto. T ovalori della gravita osservala non possono perd es-
sere usali cosi come ¢i vengono dati dalle misure. Bizogna renderli
confrontabili (ra di loro eliminando quelle perturbazioni di caraltere
posizionale di cui ¢l @ possibile prevedere Pesistenza e conoscere la
ralura. Innanzi tuto <i deve tener conto della quota della stazione
sul mare. delle mas~e topografiche emerse ¢ delle depressioni marine
s lla fa terra.

Clire w ¢io ipolesi i~ostatica. che suppone compenzaie con di-
ferti di massa della erosta terresire le masse lopograliche emergenti
¢ viceversa. comporla anch’essa delle riduzioni da apportare ai va-
lori osservati della gravita.

Le riduzioni vengono effettuate secondo uno schema gia elabo-
rato da Hayford ¢ in parte modificato da Bowie ¢ Vening Meinesz
¢ che in soslanza =i riduce a dividere la superficie del globo in tante
corone sferiche concentriche =ullu stazione ¢ di larghezza via via
crescente. e caleolare per mezzo di opportune tabelle Peffetto tolale
subla eravita nel punto di <tazione. delle maze ¢ delle lToro compen-

sazioni. racchiuse entro ciascuna zona,

(¥) Lavoro eseguito nel Centro di studi sulla Gravimetria ¢ 'Isostasia del C.
N. R, presso I'lstituto di Geodesia del Politeenico di Milano.
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condo lo s=chema di Hayford la Terra viene suddivisa in 33
zone, denominate, le 15 pin prossime alla stazione (fino alla distanza
Jericu di 166700 m da essa) con le lettere maiuscole 4. B. C. ...
U, ¥, O cle rimanenti 18 (a partire dall’angolo al centro di 1929758
corrispondente alla distanza di cirea 166700 m fino al punto diame-
tralmente opposto alla stazione), con i numeri 18, 17. 16, ... 3. 2. 1.
In seguito venne ritenuto opportuno suddividere ulteriormente in
due parti ciascuna delle zone €D EF ¢ 0. Risultarono co<i per le
diverse zone ¢ sollozone i limiti indicati nella Tabella T (). (I li-
miti delle zone <ono definiti o mezzo di X=zen®/2 ove O ¢ fa
distanza angolare dal punto di stazione).

Naturalmente le riduzioni <ono afleite da errori di varia natura:
in parte dovuti alla schematizzazione usata, in parte dovuti alla
difficolta  di  risalire dai dati topografici al valore della ma--a
entro  elascuna  zona, ¢ in parte dovuti alle imprecise ipote-i
sulla natura e sulla  localizzazione della  compensazione. Pero,
malgrado lo schema adottato sia universalmente accettato. e<o lascia
un po’ troppo agio alla valutazione personale di ciaseun operatore.
cosicehé wpesso le medesime riduzioni effettuate da operatori diversi
portano a risultati differenti. Si veda per esempio il cazo delle ridu-
rioni delle due stazioni di Cagliari e Trapani effettuate da G. Cassi-
nis ¢ da R. Coster (') e che portano a risultati che divergono da
13-11 mgal. Paavo [’I()lopuin(‘n, in un suo recente lavoro (-) ha con-
frontato aleune riduzioni effettuate da lui con quelle, per le mede-
sime stazioni. gid ottenute dal collega Tanni (%), gli =carti in media
<ui 2-3 mgal raggiungono in un caso i 9 megal. Anche e allo =tato
attuale delle nostre conoscenze =ulla struttura della erosta. una pre-
cisazione maggiore nelle riduzioni ben poco servirebbe, tuttavia una
maggiore uniformita di riduzione sarebbe molto desiderabile, anche
perehé ¢i permettereble di conoseere a priori "ordine di grandezza
degli errori da cui <ono affette le riduzioni ¢ renderebbe pit agevole

un eventuale lavoro di revizione.

I. — La formula generale dell’attrazione di un compartimento
di zona. sul punto di stazione, venne ricavata in modo rigoro~o ¢
tabulata da G. Casz<inic ("), Essa viene espressa come dillerenza di
due termini. funzioni dei limiti X, ¢ X, della zona ¢ della differenza

di quota Nt [ra compartimento e stazione

g=—— | Flx,x, h)—F(v,,x,0,) ]



TaseLra 1

Suddivisione in zone adottata, segnendo Hayford, con le modificazioni di Bowie ¢ Fening Meinesz

Letterate ” Numerate
\

Zone Limiti d ‘ x Area Zone Limiti ‘ x \ Area
A 0 0.000 0000 1029758 0.013 0 | 2.3 .10 km?
B 2 m 1 18 14113 147 3.3 .10t
C, 68 ‘ 53 17 15152 16 7 1.6 .10
C. 130 102 16 2 11 53 19 1 6.9 .10°
D, 230 180 15 2 33 16 22 3 1,2 .10°
D. 380 298 14 30305 266 | 3.65.10°
E, 590 163 13 11913 376 | 8.2 .10°
E. 870 682 1,29 km- 12 516 34 50 3 1.10.108

1280 100 285 » 11 751 30 68 5 2.05.108

1680 131 3,77 » 10 10 14 93 5 3.03.10°
G 2290 179 7.52 » 9 1109 123 | 3.7 108
1 3520 276 2240 » 8 20 41 179 1022 »
1 5210 111 1,70 » 7 26 11 230 205 »
J 8110 662 96.00  » 6 35 54 308 16 »
K 12100 973 200.00  » 5 51 0% 431 02
L. 18800 113 625.00  » 1 213 589 113
M 28800 20 15.00.10- km- 3 1105 18 797 151 N
N 58800 10l 20.50.10+  » ? 150 56 0.968 39
0, 99000 776 81.00 »  » 1 180 1.000
0, 132850 m 10 1 2150 » » \

10297587 0,013 0 31.91 » »
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It valore I7(x,x.h) & tabulato per ogni zona in funzione di h.
Per mezzo delle 1tavole fondamentali e della espressione [1] & pos-
sibile ottenere oltre che il valore della riduzione topografica. anche
quello della riduzione isostatica sceondo tutti i criteri fin qui esco-
gitati dagli studiosi per schematizzare la compensazione locale delle
masse topografiche, basta entrare nelle tavole con opportuni valori
di by e ha.

Praticamente gli operalori per ridurre un poco il lavoro. nsanoe
lavole ¢ schemi meno generali, ma pit semplici; e cosi per la ridu-

zione topografica si usa la formula di Bullard ()
g=—11181,+DB4+C 1]

che da la corvezione (in unita di 0,1 mgal) da apporiare alla gravita.
Il primo addendo & la correzione di Bouguer vera ¢ propria; il :e-
condo « BB », ¢ dovuto alla curvatura della Terras il terzo « C» &
la « gelandereduktion » corrispondente alla massa o al difetto di
massa tra altezza della stazione ¢ del terreno. B e € =sono oppor-
tunamente tabulati.

Ultimamente P. Lejay nel zuo libro « Développementz modernes
de la Gravimetrie » (°). suggerizce un nuovo metodo in cui i 2 pri-
mi termini sono labulati insieme come altrazione di una  calotia
sferica con polo nella stazione, di spessore I, ed estesa fino alla
zona (..

Sia nella formula generale di Cassinis; sia in quelle abbreviate
di Bullard-Lejay, ha importanza nella riduzione topografica il va-
tore f,—IT—11,. cioe differenza di quota fra il compartimento ¢ la
slazione: ¢ infatti con questo valore ¢he bizogna entrare nelle tavole.

Ammesso di econozcere con sulficiente esattezza I, quota della
stazione. cerchiamo che influenza ha un’errata valutazione di 11, sulle
riduzioni. Per le zone pitt interne ¢ comodo modificare la domanda,
come fa P. Lejay nel gid citato suo libro, ¢ ciod: « con quale pre-
cizione dobbiamo misurare Il per ottenere una dala precisione nella
riduzione ». Dalle 1avole di Cassiniz su cui =ono gid <cenate le diffe-
venze prime A per un dato intervallo i di /i, per mezzo della for-
mula

A< ——— 10 aqal 2,67=densita media della crosta

2,67 AL
s ricavano 1 valori limite di k. entro i quali un errove AN prefis-

sato. commeszo nella valutazione delly quota della zona, porta un
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errore inferiore al decimo di milligal =ulla correzione topografica.
Nel grafico di fig. 1 vengono viportate in ascizsa la lunghezza del
rageio medio di ogni zona e in ordinala i valori limiti di 7 ricavni
dalla formula precedente.

In  questo grafico ogni zona, definita o <ua distanza ¢ la <ua
quola ¢ rappresentata
da un punto ¢ la por-
zione di piano  entro
cui (questo punto va a
cadere. ¢i da la pre-
cisione con la quale
dobbiamo misurare o | e
guota della zona. per

oltenere un valore del.

| .
- N M ) 500 .
fa riduzione approssi- distanza
R BC.C, 0, O,
malo a meno i 01
meal, Fie. 1

Adifferenza di quanto fatto da P, Lejay, parve opportuno adot-
tare un aliro metodo per considerarne "errore nelle zone pitt lon-
tane. =i divicero i valort di b in 6 gruppi comprendenti i dislivelli
tra — S0t ¢ O: 0-100: [00-500: 500-T0M0: 1000-2000: 2000-3000 10
per ciascuno dei guali < caleolo il valore medio AF T dalle diffe-
renze labulari prese dalle tavole di Cassinis.

P ovalori, moltiplicati per la densita costante 2,67, danno errore
per metro nelle riduzioni topografiche ¢ vennero tabulati ¢ di-po-ti
in un grafico avente per ordinate errore espresso in unita di j07
cal ‘metro ¢ per ascisse la successione delle zone o uguale intervallo
'ona dall®altra, Le curve degli errori hanno inizio dulla zona [, in
eni i ogruppi <ono ancora ben distinti (vedi fig. 2). ¢ vanno via via
ravvicinandosi fino a confondersi intorno alla zona 0,-0..

L errore per metro rimane quasi nullo nell’intervallo fra le
zone 0, ¢ 3.

tn grafico ed una abella analoghi ai precedentic <i otlenners
caleolando errore per meirvo in compartimenti - oceanici. tenendo
conto di una opportuna inversione dei limiti nella [1]. ed inoltre
che la densita del compartimento occanico ¢ 0 =—1.64 Per le curve
degli erroric in compartimenti occanici. vedi fig. 3.

La diseussione <ugli errori nelle riduzioni isostatiche ¢ resa molto

pit svmpli(-(' dal fatto chie le correzioni sono sensibilmente propor-
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zionali alle quote delle zone. Questo vale unicamente per quanto
riguarda il tipo di riduzione isoxtatica detta di Hayford.

Nel cazo dei tipi di riduzioni sccondo Heiskanen ¢ Vening Mei-
ne:z la l)mp()rzionzllitil non & piu wmolto stretta, tuttavia le conclu-
sioni a cui =i giunge per quel caso valgono anche per questi.

Caralteristica del tipo di riduzione di Hayford & che 1altezza
della: zona influenza unicamente la densita di compensazione data
dalla formula

8 =2,71063 ——H—— [2]
H -1
dove 11, & la profondita della superficie di compensazione. da noi
s<celta di 96 km. H, & sempre molto maggiore di H ¢ pereio le va-
riazioni di 0. sono prestoché proporzionali alla variazione di H a
meno di unita della 7 cifra decimale.

Il coefliciente di proporzionalita fra la densita di compensazione

¢ la correzione, costante in eiascuna zona, ¢ funzione unicamente

della profondita di compensazione ¢ anche in minima parte di H.

Fig. 2
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La fig. 4 da una visione d’insieme dell’andamento degli errori.

L’errore nella correzione isostalica in zone ocecaniche ¢ propor-
zionale anch’esso agli errori di I/ ¢ le costanti, a meno di piccole
variazioni. sono simili a quelle delle zone continentali moltiplicate
per 0.614, rapporte [ra la den<ita  della Terra e la differenza
8, — O0m [ra la terra e il mare.

La fig. 5 riporia per le zone dalla I wlla 1 la somma degli
errori per melro nella riduzione j:ostatico-lopografica per zone con-
tinenlali, sempre ammettendo come densita il valore 2.07

Si nota =ubito che le influenze delle viduzioni <ono netiamente
ripartite fra le zone. Nelle zone pit vicine alla :lazione influi-ce
sopratutto la riduzione topografica. mentre nelle zone intermedie
dalla 1 alla 10 prevale 1"errore dovuto alla riduzione isostatica.

I’ notevole il fatto c¢he il mas<imo spiceatissimo che <i nota nella
zona M per la riduzione izostatica. non «i spos~la cambiando la pro-
fondita di compensazione o adottando altri eriteri di riduzione: pur
variando in ampiezza il massimo rimane costantemente nella zona M
(cscluso il caso di gradi di regionalita molto forte). 3i & pensato allora
di studiare Mandamento del rapporto tra Parea della zona ¢ il qua-
drato del raggio medio. Ne & risultato un grafico c¢he riportiamo in
fig. 6. ¢ che presenta nettissima una punta. esallamente in corii-
spondenza della zona M. Cio s=ta a dimostrare che il massimo del-
Perrore nella correzione izostatica in quella zona ¢ dovuto alla ce-

cessiva larghezza della zona M.

II. — Nello zchema di Haylord il modo come i deve ricavare
dalle carte il valore della quola media di ciaseun compartimento vie-
ne lasciato all’arbitrio dell’operatore.

In generale gli autori consultati, nell’esporre il procedimento ~e-
guito. le carte usate, ece. si limitano a dire di aver « valutato » la
quota media dei compartimenti zenza pin dettagliali rageuagli.

Uno dei criteri pint comuni, forse perché anche pia semplice. @
quello di aszumere come quota media di un compartimento la media
fra la quota pit alta e Ta quota pin bassa entro il compartimento.
Questo metodo suppone che Tandamento delle quote <ia in media
lincare. tra la massima ¢ la minima. Cio puo essere rilenulo vero
se si prendono piceole porzioni di tepografia. Ne invece i i rife-
risce ad aree gid piultosto va-te. le caratieristiche orografiche <eguono
determinate leggi generali quale quella messa in Juce dalle curve

ipografiche continentali. cosieché Pandamento  delle quote  tra il
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puuto di mas~ima con quello di minima, ha sempre la concavili
verso Talto. In questo caso gli errori non hanno pitt i caratleri di
ca~ualild: ma ~ono «istematici e di =egno positivo. Dal lavero ini-
zinle di quadrettatura — che esporremo in seguito — & risultato che
gli errori di valulazione della quota media. su quadrati di 2 km di
lato, <ono in numero maggiore di <egno posilive; precisamente 180
su 2500 Le determinazioni di quote medie di aleune zone (G 111
hanno dato risultati ancora pitt evidenti; <u 11 prove errore. rica-
valo da opportuni confronti, in un solo cazo ¢ risullato negalivo.

=ionoli ora che proprio nelle zone intermedie L — 0,. in cui &

o 0-500
500-1000

1000 -2000

2000 -3000
3000-5009

— 5000-7000

18 17 16 15 14 13 12 11 10 8 8 7

Iig. 3

peito il massimo dell’errore nelle riduzioni isostaliche, la sislema-
ticita nell’errore i valutazione della guola & molio spiceata e eli
crrori possono raggiungere entila assai nolevoli.

Sono queste le zone pit eritiche nelle riduzioni.

Un‘alira notevole conseguenza riguarda i compartimenti marini,
Per la riduzione j-ostatica di compartimenti oceanici e continentali.
un errore del medesimo segno nella valutazione rizpettivamente delle
profonditd ¢ delle aliezze porta ad errori di segno opposio nella
correzione. Ma come & ben visibile dall’andamento della curva ip=o-
erafica per gli oceani, la concavitd ¢ rivolla ver<o PPalto e valutando
le profondita col metodo della media fra massimo ¢ minimo. 1 com-
melle sempre un errore negalivo. Cosicché Merrore nella riduzione
risulta dello <lesso segno e va a sommari a quelli commessi in com-
partimenti terrestri.

Quanto fin qui visto giustifica pienamente i tentativi di ricer-
care un melodo migliore per la determinazione delle allezze medie
nelle zone i Havlord, che olire ad una precicione maggiore offra

una garanzia di uniformila per lutte le slazioni e tutti gli aulori.
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Daltra parte si richiede ¢he il metodo nuovo non complichi ccces-
sivamente i caleoli,

Nel giv citato suo Tibro. P, Fejay suggerisce a questo proposito
un nuovo sistema. « Potrie essere wtile — cosi serive P. Lejay —
dividere una carta a scala media, w 1:200 000 per csempio. in regioni
ciementari di qualche minuto d’arco di lato e valutare la quota me-
dia di claseuna di queste regioni. Rappresentando le zone alla me-
desima scala con delle corone traceiate =u di un foglio di ecarta lu-

Tie. 4

cida. «i potra allora rapidamente valutare Ta loro quota media. Teg-
gendo. attraverso la cartas tutti 1 valori che zeritti sulla carta cadono
entro lua zona. e prendendone la media. Per le zone da Moo 0, <1 ri-
porteranno le altezze medie di regioni di Tato 1 o 5 volte pit grande,
su una carta a pin piceola sealas a T2 1000 000 per esempio. ¢ ~i fara
la medesima operazione ».

Seguendo questo indirizzo schematico si eseguirono aleune prove
onde verificare utilita del metodo ¢ Ta sua applicabilita. Furone
variate pero le scale e per la caria fondamentale fu seelta quella a
seala 1:25 000 dellIstituto Geografico Militare, Come reticolato ne
venne seelto uno di tipo geometrico piano con 2 em di lato. Come
carta derivala fu co~truita quella in <cala 2:T00 000 con maglie ¢t
2 em di Tato. ottenuta dalle carte 25000 facendo la media ~u o
quadretti.

La valutazione delle quote medie delle singole maglie a <cala
1:25 000 venne fatta eome media fra massimo ¢ minimo. giacch®
Lo esiguitac dellarea (0.25 km-) permetieva di supporre in media
soddizfacente Uipotesi della linearita dell’andamento della topografia.
La ~valutazione delle quote medie dei compartimenti in cui viene
divisa la zona secondo il clas-ico eriterio di Tavford, venne fatta

per mezzo di quadretti o porzioni di quadretti (valutate ad occhio),
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compre~i entro i limiti delle zone ¢ dei compartimenti. Natural-
mente la determinazione delle quote di un compartimento sulla carta
a seala 1:25 000 ¢ ta pit precisa e pereid venne presa come base
di riferimento per il computo degli errori che i commettono negli
altri casi. Si confrontarono quindi di ouni compartimento delle varie
zone. la quota medin ricavata dalle carte al 25 000, colla uola media
dalle carte al 160 960, ¢ col valore ottenuto u=ando il metodo con-
sucto delta media fra la mas<ima ¢ minima quota ¢ se ne caleolarong
gli =carti.

Quesle prove =ono slate escguile ~u due regioni diverse: uella

Fie. 5

del Passo della Futa (foglio 98) con dislivelli poco accentuali ¢ uni-
formemente ondulata e quella di Rovereto (foglio 36) con dislivelli
accentuatissimi (1900 m) ¢ andamento topografico caratleristico.

Gli errori si mantengono in valore assoluto, presso a poco della
medesima grandezza.

Pitt evidente inveee si manifesta il beneficio se =i esegue la va-
lutazione delle quote medie per le intere zone prescindendo dalle
loro divisioni in compartimenti. Le prove eseguite furono 14: 7 per
la zona G. 5 per la zona IT ¢ 2 per la T; la Tabella 1L da i rizual-
tati ottenuti. Oltre una senzibile diminuzione degli errvori, il calcolo
della quota media viene effettuato in modo molto semplice con un
notevole risparmio di tempo; gli ervori residui rimangono pero in
aleuni casi assai notevoli ¢ non del tutto trascurabili. Questa crrorve

residuo ¢ dovuto alla influenza esercitala =sulla zona anche dalla Lo-
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Taserra II

C H I
1100000 MBX  Gorce Max Max J‘
min min min
Passo della Futa + 9 + 49 + T 1
Rovereto I + 11 +33 +16 + 5 —6 t1 16
I —3 |+ 5 + 38 0
1T +41 | +20 — 2
v — 19 + 23 15 3
A\ — 17  +28 — 1 30 52 0
Roneone +31 0 + 18 - 17

pografia che, esterna ad essa. & inlerna perd ad un quadretto della
carta concatenato con la zona. Tale errore che noi chiameremo « er-
rore i concatenamento », & lunzione dei dislivello che esiste fra due
zone conseenlive ¢ del rapporto « fra I"area esterna alla zona appar-
tenente a quadretli concatenati con essa ¢ 'area della zona stessa.
A =na volta « & funzione dei ragui limitanti la zona. della <cala e
del lato del reticolato.

Sia k il numero intero segnente R L+ ove R & uno dei

raggi della zona ed I il lato del reticolato;
n=4d (2 ’l—].)

& il numero dei quadretli concatenati con la circonferenza. Questo
numero non tiene conto dei casi in cui la circonferenza passa per
un nodo della maglia. Seguendo un rogionamento statistico, il nu-
mero di questi casi ¢

, 2xR

n'=——ny

1 viene definito come il raggio di una circonferenza. con centro nel
nedo, tale che =e la circonferenza limite della zona la attraversa. si
considera quel nodo come tagliato dalla zona. Posto w/L=¢ il nu-
mero dei quadretti concalenati &

Re

7

N _4@2h—1)— 2z

percid N L-=aetea quadrati concatenati; supponendo che in media
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Parea delle maglie sia 1tagliata a metic dadla circonferenza. il rap-
porlo o ¢

_ NN L

2 -

dove A & Tarea della zona ¢ ¥, e N, -1 riferiscono rispettivamente
al cerchio interno e al cerchio esterno.
Ricordando c¢he R=rs ove s & lu =eala ¢ r il raggio effetiivo

della zona ¢ po-to €=0.1, ~i ha:

[3]

ar. —r 7)s

Posto =2 ¢m. viene tabulato il valore di @ per ogni zona in fun-

zione della scala.

Faseriy 111

) 1 ! 1 1 1 1 1 1
Zona 250000 30000 100000 200000 300000 | 100000 | 500000 | 800000
c 0.12 0.77 1.52
‘ i ! 0.33 0,63 1.20
I 0,18 0.33 0,67 1.20
| | 015 0.27 0,54 1.03
K 0,09 0.17 0.35 0.67 1.20
I 0.03 0.11 0.22 0,43 0.67 0.85 1.07
M 0.07 0.1 0.23 0.30 0.11 0.57
N 0.08 0.09 (.29 0.20
0, ! 0.28 0.31 0.55

Come =i vede dalla Tabella, i casi considerati nelle nostre pro-
ve hanno un rapporto « molto notevole.

Siano dale ora 3 zone consecutive. Sia O la quota della zona
intermedia ¢ Q" la quota media delle 3 zone ¢ 4" ¢ 4" le rispet-
tive aree.

Possiamo ritenere con zufficiente approssimazione che Mandamen-

. . . g [ X -
to della quota media di una zona di area erescente fra A" ¢ A" sia

funzione lincare delVarea stessa, e precizamente

A Q") A QA
A — 1

0=
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Questa equazione da andamento della curva integrale, Lespres-
zione

do

4

da inveee la quota della topografia ai bordi della zona di area .
Integrando questa espres-sione lungo 'area concalenata interna alla

zonu ¢ dividendo per "area concatenata A =i ha

, 0 —Q” QA" — Q"
Quone. = = = 124—4,) 4 = -

Jeone, = t1l
A'—4" A— 1

che of da T quota media della porzione di quadretti concatenali
interna alla zona. Lerrore £ nella valutazione della quota ~ara dato
dalla differenza fra la quota al bordo della zona (uguale alla quota
media del quadretti concatenati) e la Owpue.. moltiplicata per il rap-

porto S

Se poi teniumo conto che Q7 rappresenta fa quota vera della

('

zona mentre quella determinata sperimentalmente ¢ errata, cioe
" £y Al
0" = +F
ove O & la quota misurata della zona. <ostituendo nell’espresic-

ne [4] e rvicavando K < oltiene

Y/ -

A A

Naturalmente queste relazioni ¢i permettono di prevedere unica-

VoY Lo KN

mente Pordine di grandezza degli erroric ¢ non gia il loro e<atlo
ammontare; <ono infalli as-ai grossolane ¢ ~emplificative le ipotesi
adottate. Dalla 1] e [F] si vede che Terrore ¢ proporzicaale al
quadrato <i «, pereio per ridurre gli errori non abbiamo altra via
che vidurre i valori del rapporto «. ~ia riducendo il lato del qua.
drato, <ia aumentando contemporancumente la scala delle carte. Cio
porta a rendere assai pitt laborioso il lavoro di computo delle al-
tezze medie, implicando o omma di un numero ingente di valori.
Lotrebbe sembrare a prima vista pos-ibile una compensazione degli
errori I di zona in zona: ¢id non & possibile. Infati £ ha sempre
segno contrario alla differenza Q) — Q"0 la quale caratlerizza Tan-

damento della quola media dalla zona pit interna alla pit esterna.
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Se ora questo andamento per un dato intervallo di zone & sempre
il medesimo. Ierrore sulla quola ¢ 'errore sulla correzione saranno
sistematici. Ora. Danalisi=di parecchi casi pratici ha rivelato che
proprio nell'intervallo di zone. per le quali ¢ utile uvsave le carte
quadreltate, i ha quasi sempre un andamento uwniforme delle quote.

Area

I'ig. 6

Prove eseguile =u due stazioni gia ridotie della rete gravimetriea
italiana v=ando la formula [+] ¢ valori di « ricavali sperimental-
menle porlano ad crrori di concatenamento assai nolevoli.

Il metodo delle carte quadreltate, snggerito da P. Lejay & utile.
partendo da un’unica carta fondamentale a scala mollo grande, uni-
camente fino alla zona 0. compreza cio¢ ad wna distanza di ecirea
100 km dalla stazione. Entro questa distanza sono perd comprese le
zone di massimo ervore sulla riduzione topografica cd isoslaliea.

Per le zone numerate. in cni Perrore per melro va man mano
diminuendo, ¢ opportuno usare erileri pit speditivi ma sufficiente-
menle approssimali.

Si not1 a queslo proposito che le riduzioni topografiche e iso-
statiche non hanno nesun senso se applicate ad un’unica staziorne.
Se pereio la rete delle stazioni & piuttosto fitla, le zone eslerne di

stazioni vicine =i <ovrappongono per buona parte. Puo essere utile
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percio adottare uno schema ormai in n-o presso la Scuola di
<inki ¢ w~ato inizialmente da Bullard ('): c¢ioe ~cegliere, =ulla rete
delle stazioni. aleune di queste a distanze presso a povo  uniformi.
determinare le quote medie delle zone esterne dalla 18 alla 11 di
queste slazioni e ricavare i valori delle quote medie delle medesime
zone per le stazioni intermedie, interpolandoli fra quelli delle sta-
zioni ridotte. La distanza fra le stazioni della rete fondamentale o
bene sia tale da non superare la larghezza della zona di 1layford a
ridurre. ¢ inoltre che prese tre stazieni conseentive sulla rete. la
differenza fra la quota ottenuta per la <tazione intermedia ¢ la media
fra le quote per le due slazioni estreme non =uperi il valore del-
PFerrore consentito a quella zona per oltenere Fapprossimazione ri-
chiezta.

I valori delle quote medie delle zone per le stazioni ai nodi
della rete, possone essere ollenuli da nna -cconda serie di carle
quadrettate  ricavate dalla « Carta
del mondo alla <cala 1:T1 000 000 »
e ridotie alla seala clie =i desidera
pitt conveniente per [uso, e ~he

puo cssere anche abbastanza picco-

la.  glacché Perrore di concatena-

menlo  pud  essere  trascuralo.  Ve-

r 1 . v Fia.
dremo che questa earta avrd  una
nolevole applicazione per la denzita.
f.e riduzioni per te zone 10 — 1 =i ottengono dalle oltime mappe

di liciskanen (") che aneh’esse a mezzo di interpolazioni ¢i danno
direttamente il valore della viduzione topogralico-izostalica ~petlante
a quelle zone. T valori ricavati da queste mappe hanno approssi-
muazione del mezzo milligal.

Diamo qui ora un breve cenno ad una interessante velazione
venuta in luce nelle laboriose prove sulle carte quadrettate.

Sia Q. la quota media ottenuta dai 16 quadretti della carta
auadrettata 1:25 000 compresi entio un unico quadrato di 8§ em di
Tto. ¢ O la media fra la quota massima ¢ la quota minima compresi
enlrn il medesimo quadrato. Chiameremo eo il rapporto fra Q — O
¢ il dislivello massimo D della topografia ivi compre<a. ed € la per-
centuale di arca del quadrato racchiudente i punti di quota mag-
viore di Q. Risulta ¢he ey & una funzione di €. Ricavando sperimen-
talmente e, ed € per ogni quadretto e rageruppando su un grafico

opportuno i punli wvenli ¢y come aseissa ¢ € come ordinata, questi
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<1 addensano intorno ad una curva ben definita, che taglia as-e delle
ordinate nel punto € =05 si avvicina a~intoticamente all’as-e delle
aseisse e alla retta e =1 ¢ tra i punti eo=--0.15 ed ey = +0.05. ~i
puo considerare pressoché rettilinea. Questo tratto, che ¢ anche il
pitt interes<ante. giacehé intorno ad es=0 i adden-ano il maggior

numero di punti, ~<i puo rappresentare con la relazione
e =00 —2 e, 5]

La curva che per brevita chiameremo « curva delle altezze me-
die », venne tracciata empiricamente sui dati di 250 punti ettenuti
in diverse regioni d'Ttalia in modo da poter garantire Uindipendenza
della curva da caratteristiche regionali della topografia.

L’errore quadratico medio complessivo della curva & di 1+ m,
mentre con gli ervori effettivi < ottiene 70 m. Si determino anche il
cocfliciente di correlazione della eurva tracciata empiricamente. Feso
risultd essere 0.912 dando un peso vguale ad ogni mi~ura.

Analogamente si ¢ applicato questo eriterio alla determinazione
delle quote medie dei compartimenti delle zone di Havlord.

Si esegut questo lavoro ~u tutte le zone =u cui =i erano fatte le
altre prove. I ricultati ottenuti dimostrano che il metodo porta tin
sen<ibilis<imo vanlaggio rispetto a tatti gli altri cas<i. Anche le quote
medice delle zone intiere ottenute come medie delle quote dei com-
partimenti. sono <ensibilmente pit esatte. Gli errori sono eleneati
nell'ultima colonna -~ « curve » — della Tabella 11,

Si noti perd che questo metodo pur portando a sensibili miglio-
ramenti. senza complicare <e non di poco il lavoro. ha il grave di-
fetto di essere strettamente legato alle carte al 25 000 ¢ pereio u-a-
bile con reale vantaggio =olo per quelle zone pitt interne che a quella

scala non hanno dimensioni esagerate.

L. — La scconda fonte di errore quanto a importanza velle vi-
duzioni topografico-izo<tatiche dei valori della graviti. ¢ dovuta alla
seelta della densita da attribuire alle masse topografiche superficiali.
In generale tutti gli auwtori wdottano un valore unico della densita
su tutta la terra evitundo il laborio<o lavoro di determinare zona per
zona la dens<ita media da attribuire alle masse.

E” bene far notare pero che que<to eriterio conduce ad errort
di entitad non trascurabile. Sopratutto per il fatto che il valore di
2,67 da tutti universalmente usato per densita media delle mas-e

topograliche non rizsponde sempre hene allo <copo. K<<o & molto pros-
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simo al valore di 2.79 attribuito dai geochimicl (7) alla crosta ter-
restre. considerata questa profonda oltre 15 km ¢ composta in stra-
grande prevalenza (95°,) di rocee ignee, In superficie. invece, gli
searti sono molto notevoli. sopratutto nelle zone di origine alluvio-
nale dove la densita pud variare tra 1.2 2,1: ¢ -olo in presenza
di rocce compatte, la densita wuperficiale. puo raggiungere ¢ supe-
rare il valore aceettato di 2.07 (¥).

La formula [1] ¢i mostra chiavamente ¢he ogni errore nella den-
siti. O <1 ripercuote proporzionalmente <ulla correzione; identica-
mente negli schemi ridotti di Bullurd ¢ di Lejav. Cosicché se noi
riteniamo errata la densita di un certo \d  entro un determinato
raggio dalla stazione. non abbiamo c¢he da moltiplicare per  A0/d
il valore della riduzione topografica di tutte le zone comprese entro
quel raggio. per ottenere 'errore commesso nella riduzione di quelte
zone. Naturalmente perd «questo errore sara notevole per zone vicine.
Paavoe Holopainen (-} ha mostrato che Uerrore & ~ensibile nel raggio
di 10 km dalla stazione.

L errore nella densita ha perd una notevole importanza anche
nelle riduzioni isostatiche. Infatti, <ia nella formula di Cassinis per

la riduzione di Haviord

6"261' L
H.— 11

sia in quella di Heiskanen per la riduzione Airy ('%)

_ o H(l+--

-,
che danno ri-pettivamente la den-ita di compensazione ¢ lo -pessore
dello strato compensante, il termise Ot rappresenta la densita <uper-
ficiale, ciod di quella massa di materia che ~ta tra la superficie del
ecoide ¢ la superficie topograficas ¢ non ¢ gia la densita di uno
strato di erosta profondo lino alla <uperficie di compensazione. Que-
<t'ultimo valore viene rappresentato nella formula di Heiskanen dal
simbolo dt. Naturalmente, anche i questo caso. come ¢ evidente

dalle due formule. per ottenere I'errore <ulla riduzione dovuto ad

(#) rocee ignee e metamorliche 0 =2.30 = 3.55
»  sedimentaric compatte (caleari) » 2,200 2.90
s ~edimentarie coerenti »  1.65 = 2,60
»  elastiche » 1.2 =270

Questi valori limite per le rocce vanno presi in -cala regionale,
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A
(V)

un errore Ad sully densitae basta moltiplicare per il rapporto  Ad/.

I due erroric quello dovuto alla riduzione topografica ¢ quelle
dovuto alla i<oslatica. seno di scgno opposto: =i oltiene cost una par-
ziale compensazione nella somma che ¢i da errore totale ~u tutte
le zone.

Cio nonostante errore residuo rimane, a volte. notevole; p. oe-.,
in Val Padana ove A0 & cirea 0.5, ¢r em® Nammontare delerrors
totale © di 2 milligal ¢ mezzo.

Onde evitare searti co~i notevoli ¢i ~i puo regolare in questo mo-
do: <ulla ~cconda sevie delle carte quadrettate rvicavate dalla carta el
mondo  1:1 000000 raggrupparve i quadretti con opportune colora-
zioni. a =cconda della densita che da atlento esame della carta e
sulla scorta dei dati geologici ¢ geochimiei sembra piu opportune
<i debba attribuire o quella determinata regione. Sovrapponendo o
queste carte il lacido rappresentante le zone dalla 18 in poi per la
determinazione delle quote medie, i puo ricavare dalla carta stesu
il valore pit opportune della densita da attribuirsi alla parte di
topogralia compresa entro il limite interno della zona 18, Natural-
mente, questa carta quadrettata a scala T:1 000 000 o pit, con indi-
cazione di densitd. deve essere usata identicamente da tatti gli ope-
ralori per raggiungere Nomogencita di riduzione tanto auspicata.

K7 da notarsi pero ehe per oticnere L correzione i densita. nel
caso della riduzione ~econdo Havlord, hasta moltiplicare per Ad 257
il valore della riduzione totale i tutte le zone letterale. mentre
nella riduzione tipo Airy. bisogna moltiplicare per quel rapporto
Faltezza della zona prima di entrare con quella nelle tavole di Hei--
kanen; cosi facendo comunettinmo un errore che pero ¢ di piceola

enlita.

IV, — Oltre alla valutazione delle masse topografiche ¢ alla den-
sita, la terza causa di errore ¢ dovuta allo schema che i ¢ adottate
per eseguire le riduzioni e ciot la divisione in zone ad altezza media
uniforme,

Ci s domanda ora se <o~lituire una <ommaltoria ad un integrale
continuo ¢ <pianare le zone ~enza alterarne la massa totale. ma pro-
vocando notevoli spostamenti di questa. non provochi <ulla correzin-
ne errori notevoli.

Gli errori cono evidentemente di due tipi: 1) quello dovuto a
spo-menti di mas-¢ lungo il razeio: 2) quello dovuto allo =po-tu-

menta di masse lungo circonferenze con centro nella :tazione.
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Per studiare questi errori conviene schemaltizzare 1'andamento
detla topografia entro L zona. P. Lejav (), p. es., per studiare il
primo tipo di errore considera una zona la cui meld pitt interna ¢
all"altezza della stazione e PUalira mela ad altezza fi sulla stazione.
Partendo  dalla formula c¢he da Mattrazione di zone cilindriche —
zone pressime alla stazione — si olticue Uerrore che s commetle
considerando la zona con :nassa unilormemente dis<tribuita  anziché
concentrata nella sola semizona pint esterna.

81 \ h-
10 33810

Al ==
dove o ¢ il raggio medio della zona. Lerrore relativo sara

— =0.16,
.

oerrore che si commelle & pereio eirea lae sesta parte della cor-
rezione esatta caleolata. Frrore notevolissimo che aumenla poi an-
cora se sioconsidera invertita la distribuzione delle masse. Natural-
viente quesly relazione non vale pin quando incomineia ad avere
notevole influsso la curvatura delta terra. Dialtra parte oltre un certo
limite la correzione topogralica diviene cosl piccola da cssere del
futlo insignificante errore.

Nel easo isostatico il problema i fa pitt complesso. Si ricordi
che nel tipo di riduzione <econdo Iayford. la correzione dipends
dall’altezza del compartimento unicamente altraverso la den-ita di
compensazione che a =ua volla & pressoché proporzionale ad /. «
precisumentes:

O, == H,27.10—°
Pariendo da una formula &l])])l'()'\\’illlillil di Ca- ("} ¢ suppo-

nendo per I un andamento iperbolico

H=— —

~i ha per Perrore espressione

In o
AP—=D 10,6510 % v, x,
XL Xy
210 e, =X,
X (v )

D & il dislivello tra i 2 hordi della zona.
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Questa espressione vale ~olamente con bhuona approssimazione
per le zone dalla 18 in poi, tuttavia ¢i permette di ricavare Pordine
di grandezza dell’errore anche per le zone un po’ pin interne. Per
esempio & interessante ricavare AF per la zona M di cui abbiamo

giao per altra via notato la notevale estensione; esso ¢
AF=—5,610"D

Il ¢he significa che per un dislivello di 100 m < commette un
errore i cirea mezzo milligal. Dalla zona 17 in poi gli errori =ono
24

siustificato il raggruppamento 2 a 2

sempre molto piceoli si da e-sere ¢ agy

delle zone come fa Holopainen (-) nel gia citato suo lavoro.

Per quel che riguarda il =ccondo tipo di errore derivante dal
trascurare la distribuzione angolare delle masse. =i noti subito che
es=0 ¢ sislemalico; PPazione di due mas<e di altezze differenti sara
sempre pit grande dell’azione della massa di altezza media. Mal-
grado questo carattere di sistematicita, gli errori commessi =ono pic-
voli se si segue il classico metodo di Havford di dividere la zona
in compartimenti ¢ caleolare la riduzione compartimento per com-
partimento. Ma. come gia visto, I'adozione del metodo delle carte
quadrettate porta a reali vantaggi di comodita e di precizione ~olo se
adoperato per determinare la quota media dell’intera zona presein-
dendo dalla ~ua divisione in compartimenti; vogliamo pereio studiare
ora il comportamento di questo errore =ulla zona intera.

Si noti che nella riduzione isos<tatica le correzioni <ono con huona
approssimazione proporzionali alle altezze, percido gli errori <i com-
pensano completamente prendendo la media delle altezze dei com-
partimenti in una zona; resta percio solo da considerare la riduzione
topografica, notevole unicamente nelle zone pitt prossime alla sta-
zione entro un raggio non inferiore a qualehe decina di chilometri,
fino alla zona J.

Partendo ancora dalla gia nota formula che da la atrazione di
una zona cilindrica, =i pud oltenere una espressione dell’errore com-
mes~o rascurando la distribuzione angolare delle masse ¢ suppo-
nendo che queste abbiano andamento lineare tra la massima ¢ la mi-
nima quola poste in punti diametralmente opposti, in funzione del
dislivello massimo D entro la zona ¢ del rapporto W=H,/D fra 1’al-

tezza H, della <tazione =ul punto piit basso della zona e il dixlivello D:
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AF =2kd &y (H— POy ), a2, 4 (H—sy ).,.)
T
- o/
(l/c\. (= — | d =i 2L

wviluppando in zerie il radicale fino al -econdo termine. integrando

o riducendo =i ottiene

1 1 \D- 11 1 1 1 Il
d, ] 12 1 \dyp dr] o\ '

AF=1Fk3zx

| V]
| V]
&
e

§i vede subito che per D piuttosto piccolo AF & indipendente
dal rapporto 1. La formula i adatta perfettamente al grafico (fig. 8)
dell’errore ricavato per la zona I direttamente dalle tavole seguendo
la medesima ipolesi sulla distribuzione delle mas-e. opportunamente
schematizzata.

Si & pensato allora di u-are il grafico per correggere eventual-
mente 1 valori della correzione topografica ottenuti tenendo conto
della quota media =u o
tutta  la zona. rica-
vando direttamente
dalle carte quzl(lr('llul('

il valore di D) ¢ quin-

di di . A questo pro-

prosito si  e-eguirono
aleune prove ~fruttan- .
. . .. Fie. 8

do il materiale di ¢ir-

ca 200 stazioni italiune ridotte. a nostra disposizione. Le 33 prove
e~eguile, i cul risultati ~ono raccolti nella tabella n. 4. mostrarono
innanzi tutto la <emplicity e rapiditd con cui ~i puo apportare la
correzione ¢ inoltre come questa riduca sen-ibilmente errore limi-
tandolo — escluso un caso — a poche unita della 5% cifra decimale,

I valori di AF devono essere ancora moltiplicati per la den-ita.

Conclusione. — Dopo lo ~guardo generale alla natura ed alla en-
tita degli errori possibili nelle riduzioni i~ostatico-topografiche dei
valori della gravitd, raccogliamo ora in un prospetto generale i sug-
gerimenti che analisi precedente ¢i offre sul modo pit conveniente

per preci~ione. omogeneita ¢ utilita i eseguire le riduzioni. Dob-






NATURA ED ENTIEA DEGLT ERRORT NELLE RIDUZIONT TOPOGRAFICITE 1CC. ST

hiamo pero premettere aleune considerazioni ~ulla precisione che noi
vouliamo ollenere in queste riduzioni. Gli errori sperimentali di os-
servazione <ono per le moderne misure di terra contenute entro il
milligal. non cosi quelle in mare, tuttora affette da ervori as<ai no-
tevoli valutabili intorno a 45 meal. Assai piu gros=si ¢ cerlamente
cuperiori al 5 omgal gli errori nelle riduzioni i<o~tatiche dovuii al-
Vincertezza dei eriteri di ('()Illl)(‘l)\’:lli()ll(‘ adollali. non tanto per qlu-l.
che riguarda la profondita di compen-azione o il grado di regiona-
i, quanto percheé yviene attribuito a tutti i punti della terra quel
arado i regionalita ¢ guella profondita di compensazione che ri-
~ultano inveee propri di quella particolare zona in <tudio.

L <te<sa densina. pur coll’accorgimento suggerito. avra sempre
una notevole influenza sull’errore a meno di complicazioni luborio-
-is<ime. Pereio ei sembra inutile <pingere troppo approssimazione
he < richiede nelle riduzioni. come fa nel suo libro P. Lejay ehe
vorrebbe determinare Ta correzione per ogni zona a meno del decimo
41 mgal.

\' noi =embra gia un buon risultata poter ottenere ta riduzione
tolale con un errore medio di 3 mgal. Se consentinmo sia di un
milligal "errore dovuto alla densita. ¢ un aliro milligal lo attribuia-
mo agli errori commes<i con la ~chemalizzazione, ¢ u~iamo per le
cone dalla 10 in poi le mappe di Heiskanen c¢he permettono ap-
prossimazione del mezzo muzal, possiamo porre

e == 3med =1 14 14025 4+ ne
dove ¢ ¢ errore medio per zona ed noe il numero delle zone. Giae-
ché i omassimi degll ervori nelle due riduzioni non ~i sovrappongono.
possiamo essere <icuri che <e per una riduzione =i ¢ entro I"errore
medio previsto, sicuramente per I"altra Merrore <aric di gran lunga
inferiore. pereio possiamo prendere s 280 numero tolale delle zone

in considerazione. Sioricava da qui:
g = 0,19 mual

Se pereio sioprende come errore medio per ogni zona 0.1 meul.
i puo presumere disoessere quasi Gicuramente entro Mapprossimazione
volula.

Dalle curve degli errori possiamo percio. noto . ricavare
massimo di errore consentito nella valutazione della quota e da qu

siaalive al eriterio pitt opportuno per determinarke. Nel gquadro rias-
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sunlivo che -egue, diwmo per ogni zona i eriteri generali da -eguire
per ollenere quesla approssimazione.

Ci ¢ grato esprimere la nostra gratitudine alla dott. Bianca Ra-
dica ehe ei aiuto efficacemente nel lavoro di quadrettatura e nelle
determinazioni delle quote medie delle zone.

Centro Studi sulla gravimétriu e | isostasia del C. N. R.
Politecnico di Milano — Gingno 1948,

RIASSUNTO

Siostudiano  quantitativamente gli errori che affettano le ridu-
zioni topografiche ed isostatiche dei valori della gravita e se ne ri.
cercano le cause. Si analizzano aleuni procedimenti atti ad eliminare
alcunie delle canse di errore, con particolare riguardo alla loro possi-
bilita pratica di applicazione. e infine si propone uno schema generale
ed uniforme da scguire rei computiy, che permette di ottenere | va-

lori delle riduzioni con ervori inferiori a 3 mgal.
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Densita

Zona

o Quesle zone hanno grande importanza nelle riduzioni lopografiche ma per lo pils

B esse sono alla stesra quota — o poco diversa — della slazione. Le zone devono

C, exsere divise in comparltimenti e L correzione computala singolarmente solamente

C. nei casio di dislivelli notevolic Per rilevare la «quola media si deve usare la carta a | | X R

D, scala maggiore di~ponibile. Zone 'l'. searsi mporlanz
D. nella  riduzione izoslalica.
o Sioraggruppano in una so-
I la zona.

I, Quote ottenute dalla carta topografica ¢ mto per compartimento eventual-

I, menle corretla per mezzo della curva degli ¢

& Uduzione effettuala compartimeiito per co

1 Carte quadrettate: - 2 em di lato — seala 1:50000 corvezione per distribuzione an-

golare formula (8.
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IN » on "o no 2200000 - » Yone di I T -
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per distribuzione angolare — ' ' )

M »oo» » » » o 1800000 ) slatiea.

A » » no» » 300000

0, » » o» » 800000

(). noon »o» »n 1880000

18 Seousako carte uadretlate seecnda serie derivate Ia carta del mondo 1: 1000000

2 em lato - < a 11000000,
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L
15 ; | b . Y anounon e zone ](lluc a due. Si
1 ) 5 R, - T noti rh.v nelle l;ll)cl.lc spes
13 ) ) ) ) . 1 000 ali (_]I riduzione i~o~tali-
12 » » b n mow »o 18000000 v '"]' quesle zone ¢ 'I;"f)
¥ - o 1B il valore (‘lll.llllll‘.~ o del-

la riduzione izo~talica e lo-
If: mappe di Heishanen pografica.

QuesUultima & infatli pie-
coli~~ima.

zone agli antipodi
oo raggruppale  in  una
sola zona.
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