COMPORTAMENTO DELLE ONDE DI RAYLEIGH IN UN
MEZZ0 FIRMO-ELASTICO INDEFINITO

Piztro Cal ol

Supponiamo che il piano ay di una terna di assi cartesiani co-
stituisea la superficie libera del mezzo; Pazse z <ia rivollo verso in-
terno del mezzo stes=o.

Le equazioni gencerali dei piccoli moti in un corpo firmo-cla-

<lico isolropo ¢ omoegenco sono lc¢ seguenti:
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dove. 2, w sono le costanti di Lamé, #/) W i coeflicienti dell’atirite
interno di volume ed equivoluminale e V ecsprime la dilaiazione:

2]

u v Qe
V= — 4 —

dx oy Z

u, v. 1 dipendono dal tempo attraverso e, essendo p la

Pertanto

N
e p (1) ! + (e p ) dsu—p pru=0
ox
o o0 )
L p () 5 + (u4ep ) Adjoto pro=0 (3]
v L
R . 2 ., .
rtuH-ip (1) s (w4ip ) djpe+pp*e==0.
Derivando rispetto ad a. y. = rispeltivamente ia 1%, 2, ¢ 3* delle [3].

¢ sommando membro a membro. <i ha

(AQ + /,2)1‘)-:0 ) (4]
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eszendo

h~=

[5]

2040 p i+ 20)
Dividendo le [3] per u4epu’ =i ha
rduip Ry ope

1=—0
wipu
Poniama
_oeprr [6]
Allora
rudip (4 h-
W-ip h~
e le [3] divengono
1y 2
h- 1 2x

Un integrale particolare delfe [7] & costituito dalla soluzione

1 23y 1 29 1 21
- (8]
h- 2x h~ v h~

Se o, B, v sono le componenti dello spostamento delle onde trasver-

sali. =ard

u 23 oy -
_ + . + _—— :0 Lg]
ox A% O~

e dalle [7] consegne
Ak a=0 5 (4,4k)8=0 ; (A,4r3)y=0. [10]

Le componenti delio spostamento dipendono da x. y mediante Ia

funzione €~ con f, g numeri complessi. $i ha

2 ,
=N ’
X a,\"

La [1] diviene
—f—h“*fg—g: =0
Pozto -
1]

si ha

)= Pe= + Qe | [12]
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N P
Ma r & generalmente numero complesso, r=r"+ir""; con-egue
Ll ? -~

“:[)e—ru e ir//z+ Qer/z ez,
Vale solo il 1* termine del 2” membro. con e:ponente negativo. Per-
tanto =0. Prescindendo dal valore di P. espre--o da
potremo ~crivere

V=e ™ [13]

U= ™ p=— e 5 w=—e "™ (141
o
h~ h* h-
- . P . [x-. gy
Per i termini complementari.  c¢he pure  devono contenere e '0#)
come fattori, le [10] divengono

+ I\‘”~~f',-—g3\(l~:0 , ccc,, [157
per cui, come per la U, supposta la perturbazione limitata ad uno
~trato superficiale.

u=Ade™ ; p=DBe * y=Ce™

, [16]
sS=f*4g*—h*. [17]

dove

Poiché i coeflicienti nelle [ 16] contengono. quali funzioni di x. y
ifattori e e ®0 per la [9] 1 voellicienti delle [160]  dovranmo <od-

di~fare alla relazione

ifd4igh -sC=0. [ 18]
I vaiori (*()mpl(‘li di w, .o possono ora scriversi

= - Ae= | v:—j:—;e_”‘—}-lfe = T T
L19]
in cui Ao B, € <ono soggetie alla | 18].
Passiamo alle condizioni da s=oddisfare alla ~uperficie libera.
Per z=0 devono annullarsi le due tensioni tangenziali

[ .. \ldw duh

. .. % 21
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Ricordando che u, v, 1w sono funzioni di x. v altraverso oli espo-

12y

. Qs e .
nenziali e", ¢' si ha

v N e r

=g ——e T— Bse - . —— =g —e "tigCe

ox h v h~
o du

¢ analogamente per— ¢ —.
ox o=
o o . g . .
Per ==0 | T,=7T,=0|u4ipw'==0, cosa avvia, dovendo essere

altrimenti n=w'=0 ’

21 gr . 26/ -
sB= 51 figC | sd= U r20]

Sostituendo le [20] nelle [18] si ha

cloe
C(s*f*+g) h* 4+ 2r([*42%)=0. [21]
Sul piano 5=0. s1 annulla pure la tensione normale
Ny=(4ipl) V42 (u—{—ipp’)a— .
Per Ia [5], e quindi per la [6],

+2u+tip (V4 20W)=—— 7.+ip}\’:(u—}—ipll’)/;ij ‘2\
n
Percio
h~ —} " as

| D

a1 -

e e

oz I~

La condizione N,=0, corrispondente a z=0. tenendo conto della
[13], da
k2—2h~—2 (r=4h~sC)—0 |

oppure, cssendo per la [11]
b= g
k=~ 2(~+g") 2h7sC

0, r22]

[
Eliminando C fra [21] e [22], otteniamo ’equazione per la quale

il tempo di vibrazione (periodo) & delerminato in funzione della
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lunghezza d’onda e delle proprictd del solido. Si ha
o 2
R¥s*+f*+g*)

, ¢ =ostiluendo in 1221,

Vhe—2ifr gy U g gt Lo (2 gty =0,

oppure, per la — per la quale .s-~—l—_/'~+g9:2(j3+g*)—/ﬁ'—
2(r g — ket U= s (2 g9). [23]

Quadrando la [23] e inlroducendo i valori di r* ¢ s= daii dalle

[17] abbiamo
1
‘2(f2+g3)—lﬁ D165 g2 (f5+gi—h) (gt ko)

Possiamo serivere anche

/_..\;, 1_3& + (244 ~16 ;l:)(/'ifgl: _1()( | L=\ (./:—*—5:):' -0,

BDalle [19], ricordando le
if

[20] e [21]. <i ha
2ifr il [ 2 g
sh~ sh\ s*ffftg®

= —

e—rz_*_

hru—=if | —e™+ - —— _ ,
’ ’ § § _Q:_*_j.:_{_g;

Fra parentesi quadra pud seriversi - —(,l - . —
U g sty
Analogamente per I* . Percio, in wenerale sard —— prescindendo da-

¢li esponenziali —

. -rs ,
/L'u:z_/_\_.., +—T e —_
Sy
W -y v 2rs .,l .
LV =19 ) — e - e 25
o g 2]
h¥ie = r e .

s[4
Se consideriamo il moto soltante in due dimensioni. ¢ preeisa-
menle nel piano prinecipale. possiamo porre g=0. La [217 divienc

allora
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1—g4 4 | 2416 611 VT 0 an
Ie~ \ k° / it i< // L
Per g=0. & inoltre v=0, ¢ le [24] divengono
, 3
l h~u = l/\ — e rs e {
hewe — ¢ ) ¢ —e
s/t
E’ ancora. sempre per g=0, ¢ posio 4—~:X' (radice della [247)
I
e Ly S oy Sy o b /L
S"..__‘f‘ - IL‘:k"(“/_“, - 1)
2rs=2k- |/ *— — V/~ —1 ;=2 k=27 =1
h~
1 2 [ 24
[? 2y-—1 ’ s*+f* 2y —1

Le [25"] si possono serivere. introducendo ¢li esponenziali finora
<oltintesi,

A

h- PRTIREN)
U=ty —e — e e L
k 2y2—1 [25""
. T 2y o
h w—= l./ yE— | 1 e = gilprify)
|k [ 244 1
oppure
S I o L
L _ - v e (-
=iy )—e 31
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dove «, i sono la parte reale e il coefliciente dell’imaginario delle

<oluzioni della |247]. corrispondenti alle onde di Ravleigh e v. rap-

presenta la velocita delle onde trasversali nel mezzo considerato.

2. — Passiamo ora ai valori numerici.

Rizolviamo a questo scopo la [24'], ricordando le espressioni di

I ¢ k= e nellipotesi (i Poisson. Si «a che #'= —-—1’, Posto

la !_f—l-'v| diviene
e —8e* 4+ (24 - L10¢) e—

dove

[24

7
1.5
1468

14

Andamento  del rapporto Z;H preseindendo  dall*as-
sorbimento: andamento analogo. fra gli stessi estre-
mi. nel caso in cui si consideri Passorhimento

,‘. ~

~+dp?

sl(li)-+16p~
e con le ulteriori posizioni:
(=1-

trasforma nell’equazione
W0V /5

I M'=0,0:025
Z:IU/ILI': 30

3. pifpc= 20

0 0.5

7/sec

16 (1 —¢)=0 (24

+16p

=0 [24]

La  risoluzione della
[247"] & stata proposta
al benemerito Istituto
Tialiano per le Appli-
cazioni del Caleolo.

I rizultati dei cat-
coli per vari valori
del rapporto n/w’ di 7T,
sono riportati  nelle
tabelle I, II e 1. In
csse Yy € 0 sono la par-
te reale e il coefficien-

te delPimaginario del
rapporto —; K7, Iy,

Ryoo Iy, « ¢ 3 la
parte reale e il coeffi-

ciente dell’imaginario
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della 10 2" ¢ 3" radice dell’equazione di Ravleigh rispettivamente.

Per T —— . qualunque sia il valore di n/w’, si ha
3—13 .
Y i Ny - y o "_""Fs l 11)316988)
3 4 . A
: 3 ;
U —— > ——5—H =1,183013
4
che sono — i tre ultimi — i valori delle radici dell’equazione clas-
sica di Rayleigh per 6=0,25.
Per T - >0, qualunque sia il valore di ww/, st ha
e 0162435, 4 =0 T30106 | o =2,107160.
3. — Risolta la [24"], come da pavagrafo 2. mi sono proposto di

pervenire ai valori delle altre grandezze che entrano nel problema
(assorbimento, rapporto delle ampiezze verticali ¢ orizzontali. ampicz-
za, velocita), limitatamente alle soluzioni corrispondenti alle onde i
Rayleigh propriamente dette.

Cominciamo dal rapporto degli <postamenti verticale e orizzon-
tale in superficic.

Velocita
onde di Rayleigh
1= 40 un mezzo eloslicoflt-05-025)
2-3-4-1n mezzi firmo-elystics
Velocita (2-:/“/' .
/ _ (S pfp’= 50)

onde di Rayleigh 30,
1+ in un mezzo elostica (f'~0 040 23)
2-3-in mezz/ firmo-elsstict

(2 FHM =30, S pu=2o)

0 02 05 0 7isec)

Fig. 2

@ Prescindendo  dall’aszorbimento; b) Tenendo conto  dell’assorbimento
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Poxto, nell’esponenziale della [25°"]

1:(1.—{—‘81)-“ 3—ap
avremo
el -
a+tth M—}—il La-+b N A |
e L* T g [2()]
atib [ s s Kl st RO
Sia ancora
U= @_ﬂ_  — @,__”; 0o — _ I: _
t b+ p—
o
[27]
e inolire -
JA B Al s ¥ —1
7+ 2 — R4iS
7+ 21 + .
e T |
Y A — — e _ i :__ID’ L\/
L g o2y —1 Ve,

poiché nei casi considerati & sempre b<Z. vale Ta 2% delle [26.. Ta

quale ha significato fi<ico solo con il secondo membro preceduto dul

segno —. Pertanto. per z=0, possiamo scrivere
he . Reinp(t+Wx}—Scos ple+Wx) |
k ! px
i -Rcos p(1= T x)y—S<in p(r+ W) ': ¢ T, l 1 —i—[’z(.u_.,)
1w
I~ o ) . ) . )
R s -Rcosple - ) S’sinp([ =) l—|~ V[p\g_l
, il -R7sinp(r I x) 2 ST eos p(e=- W xy ( e 0 I*H’:( J""\
1w/
Fatte le posizioni
h- : .
L. Sy [30]
|/‘I_(L"”"Bs B B l(u_._.r,)z,i (0 ;))- =)
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[/ 1 =10 =B - (e—)

PR et e
(e 1PF8 —a+1
F:]/ (@ 1) ;3 « . g=CE+DF . h=CF—DE:
ph ) \(l~-é~-)/1—|‘>;r
L= — e M
9

N=AK—BJ , O=BK-+{] ; P=CL+DM . Q=CM--DL ,

consegue (per P<<d)

B, l/_ = =C=iD, I ol = FE4i I,

- I

/ e -
lr/'/"" __ll.t:'— ]/‘/_“—1 =g+ih;2 = h+¢] ;

L g~ 5oE — [\’_*_,() "

Pertanto
R-A4—N _.S=0—B ; R°=P—-C , S=—(Q-+D).

Ovvinmenle, la parte reale delle [29] & data da

———=1) Rsinp(t+Hax)—Scosp(t+I) § e I /L4 p? (_!L_
Vpx
he =1 R cos pl-+=0x)+ N sinp(t+ ll",\')( e 1/
o ! v, I/ L4p

(%) Per Pd & \/ﬂ,_s_i'_f"'_zc-.u D, g=CE—DF , h=CF+DE .P=CL—D)M,

Q=DL+CM.
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Nella Tabella TV sono contenuti i valori R. R°, S, §°, per vari
valori di T, in corrispondenza di u/u’=30 ¢ n/u’'=50. Da esa risulta
c¢he, esclusi i periodi pitt piccoli (di poco interesse per le ende di
Rayleigh propriamente dette), S ¢ S” assumono valori via via decre-
scenti, tendenti allo zero: trascurabili comunque nei confronti di
quelli di R, R",

Pertanto. il rapporto dell’ampiczsa del movimento wverlicale a
quella del movimento orizsoniale, da un valore prossimo all’unita
1,052 per periodi pressoché nulli. tende rapidamenite ol valore 1.47
che lc compete nella classica teoria di Rayleigh in messi puramente

elastici; tanto pii rapidamente. quanto maggiore & il rapporto W',

A, — Passiamo alla velocita. Essa vule evidentemente

2

La Tabella ¥V econtiene i risultati dei caleoli per i valori 30,
50 ¢ 100 del rapporto n/u’, al variare del periodo. Si nota subito
che, da un wvalore teoricamente infinito per T=0. la velocita delle
onde i Rayleigh in un mezzo firmo-clastico tende al valore che essa
assume in un messo puramente clastico col tendere del periodo al-
Iinfinito, ¢ tanto piit rapidamente quento maggiore ¢ il valore del
rapporto i,

Questo risultato era gia stato ottenuto nel lavoro precedente; re-
sta guindi confermato una sorta di effetto della firmo-viscosita sulla
propagazione delle onde superficiaii, che appare come propagazione
anomala.

5. — Veniamo infine all’assorbimento di un mezzo {irmo-elastico.
Il coefficiente di assorbimento &

p ]/’](1.2—{—/;“—-(1 ] Id
S !

A NATAY

‘/ -/ 1
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Fatto v, 3.3 km szee. velo-
cita media delle onde tra-
-versali pello strato superfi-
clale terresire, e assegnati a
whid i valori 300 50, 100 ri-
spettivamente i caleoli han-
no fornito. per periodi di-
versi, 1 valori riportati nel-
la Tabella V.

[ periodi nalli corri-
sponde quindi un assorkbi-
mento infinito, il quale re-
sta comunque clevatissimo
per piceoli periodi, confor-
memente ol osservazione ;
per periodi dell’ordine 20° ¢
per ww=50 (che ¢ il valo-
1e piw prossimo a quelli for.
niti  dall’osservasione ), il
cocfficiente. di assorbimento
diviene dell’ ordine i 0.00023.
che & appunto quello gene-
ralmente osservato.

[aterito interno  giusti-
fica quindi picnamente le
caratteristiche osservate per
le onde superficiali, le quali

nella  teoria  di Ravleigh

PIETRO CALOI

Andamento del fattore dlassorhimento ko nel

caso L1 =50 (Tab, V)

erano considerate come persistenti. Ritengo sia questo uno dei ri<ul-

1

tati pin notevoli della ricerca.

Roma — Istituto Nazionale di Geofisica -— Luglio 1918.

RIASSUNTO

La ricerca oggetto di questo lavoro, ha condokto ai seguenti ri-

sultati: la velocita di  propagasione delle onde di Rayleigh in un

mezzo firmo-elastico, da un

valore infinito per periodi aulli. tende

rapidumente, per periodi erescenti, al valore che le compe¥e in messi

puramente elastici. tanto pi

w rapidamente quanto maggiore o il va-

lore del rapporto w/\W (w costante di Lamé. W coefficiente dattrito
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nterno cquivoluminale); la firmo-elasticita determing una sensibile

riduzione della componente verticale del moto. ridusione che ¢ tanto
, o . W . .
muaggiore quanto pitt piccoli sono il rapporto — ¢ il periodo proprio
’
W

dell’onda: per onde originanti con grossi periodi azione de!l ai-
trito interno sul rapporto delle ampiczzc ¢ pressocché nulla e il mezzo
st comporta come puramente elestico. La firmo-clasticita puo variare
il rapporto delle ampiezze Z.H da un valore prossimo all’unita
(1,05) a 1,41, valore che la teoria Ravleigh-Lamb assegna a quel rap-
porto per 6 —{.25.

La ricerca ha consentito inoltre di chiarire teoricamente un altro
aspetlo delle onde superficiali finora rimasto insoluto. Nella classicu
teoria i Rayleigh, le onde che portano il suo nome sono considerate
come libere, persistenti, non soggdite ad assorbimento da parte el
mezzo. Ora. Uosservazione prova che ["assorbimento ¢ fortissimo pe:

i periodi piit piccoli e tende « decrescere rapidamente per raggiun-

gere il valore di circa ¢ per periodi dell’ordine di 200, La nuora
leoria prova che in un mezzo _Iirmo-(’[usli(n (C(m un rapporlo ——=5i)

w

sec ™' conforme alla media dei valori osservati) cio ¢ pienamerte
dimostrato. Ed ¢ sintomatico che le fondamentali caratteristiche delle
onde di Ravleigh trovino cosi completa giustificasione in un meszzo

indefinito non stratificato.
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