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RIASSUNTO. — L 'autore presenta, in questa nota, un metodo per la 
determinazione di orbite di satelliti attraverso l'elaborazione di sole misure 
di distanza. 

Nella prima par te del lavoro è illustrata la procedura matematica. 
Nella par te successiva sono analizzati i risultati numerici ottenuti 

simulando misure di distanza per diverse configurazioni osservatore-satellite. 
Tali risultati si dimostrano più che soddisfacenti in quanto determinano la 
posizione dell'osservatore e l 'orbita del satellite con un errore relativo 
dell'ordine di IO-8. 

SUMMARY. — The author presents, in this note, a method for the deter-
mination of satellite orbits only through the elaboration of range measu-
rements. 

The mathematical procedure is illustreted in the first par t of the paper. 
The numerical results obtained by simulating range measurements of 

several observer-satellite configurations are analyzed in the subsequent par t 
of the paper. The results are very satisfactory since the parameters, which 
determine the observer position and the satellite orbit, are obtained with a 
relative error of about IO-8. 

I N T R O D U Z I O N E 

Nell'articolo del prof. M. Caputo « Orbit determinations from range 
measurements » (') è stato esaminato un metodo per la determinazione 
delle orbite dei satelliti a mezzo di una serie di misure di distanza 
osservatore-satellite effettuate a tempi noti. 

Nel presente lavoro abbiamo reso operativo tale metodo con un 
programma F O R T R A N che elabora le misure e mette in evidenza la 
precisione raggiunta nella determinazione dei parametri orbitali. 
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Abbiamo diviso il lavoro in due parti: una teorica, l'altra appli-
cativa. 

Nella prima abbiamo adattato il metodo «li applicazione dei minimi 
quadrati illustrato dal prof. Caputo al caso di un osservatore sulla 
superficie terrestre e di un satellite ruotante attorno ad un altro pianeta 
V, supponendo la Terra e il pianeta V in orbita ellittica attorno al Sole. 

Abbiamo poi notato come sia possibile scrivere la equazione di 
condizione in modo tale clic il metodo dei minimi quadrati migliori, 
non già i valori dei parametri complessivi, ma direttamente i valori 
dei parametri orbitali. 

Tale metodo presenta rispetto all'altro, che pure resta fondamentale 
per poter discriminare i casi di indeterminazione (*), due vantaggi: 

1) Essendo in generale il numero dei parametri orbitali minore 
di quello dei parametri complessivi, è anche minore il numero minimo 
di rilevazioni necessarie per utilizzare i minimi quadrati. 

2) Evita la risoluzione di sistemi di equazioni di grado superiore 
al primo. 

Nella seconda parte abbiamo applicato, sia il metodo del prof. 
M. Caputo che quello qui presentato, a varie situazioni di osservazione. 
Dapprima,, sia per la minor complessità delle equazioni sia in relazione 
all'imminente lancio, nel giugno del '74, da parte della NASA, del 
satellite geodetico Geos-C dotato di retroriflettore-laser, abbiamo scelto 
il caso dell'osservatore sulla superficie della Terra e del satellite terrestre 
e ad esso abbiamo applicato i vari metodi confrontandoli. 

La precisione maggiore è stata raggiunta, come già preannunciato, 
col metodo di determinazione diretta dei parametri orbitali. 

In particolare si è ottenuto (v. Tab. 3.1) un errore percentuale 
medio ili circa 10 8, ossia, ad esempio, un errore assoluto di soli 20 cm 
per il semiasse dell'orbita (1,85•10° cm) e di 47 cm per la distanza 
osservatore-centro di massa terrestre (6,37-IO8 cm). Precisioni di 
quest'ordine di grandezza sono molto importanti perchè dal Geos-C 
verranno effettuate anche misure radar di distanza dal suolo. 

Anche il secondo caso, osservazioni da satellite a satellite, è in 
relazione con il lancio Geos-C, in quanto nel corso di questo esperimento, 
verranno effettuate misure di distanza ila un satellite ATS, geostazio-

(*) Vedere a tale proposito la discussione ili indeterminazione relativa 
al caso osservatore fìsso-satellite extraterrestre nell'articolo citato del prof. 
Caputo. 
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Metodo di correzione diret ta dei paramet r i orbitali (50 rilevazioni su orbite complete) 

Paramet r i 
orbitali di Q 

Valore vero Valore finale Valore iniziale Errore finale Errore iniziale Err . pere. fin. Err . pere. iniz. 

1UT (cm) 6,371020 10+8 6,371019524351 • IO8 6,372020 IO8 —4,76649 • 10 1,0 • IO5 —7,46582 • io-8 1,56960737 - io- 1 

co (sec -1) 7,292115053926- io-5 7,292115053926- IO"5 7,292115053926 10~6 0 0 0 0 

a (°) 4,50 10 4,500000310948- 10 4,503 10 3,10948 • io-° 3,33 • IO-2 6,90996 . i o - 8 7,407 • io- 4 

Paramet r i 
orbitali di P 

a (cm) 1,857772753750- 10° 1,857772773885- 10° 1,862193393484 10" 2,01357 • 10 4,420639734 • IO6 1,08386 • io-8 2,379537332- • io- 3 

e 2,0 io- 1 1,999999982791- io- 1 1,50 io - 1 —1,7209 • io-° —5,0 • io-2 —8,6044 • io-9 —2,50 - io- 1 

T (sec) 2,520 10+4 2,520000003370- IO4 2,5290 IO4 3,370 • io-5 9,0 • 10 1,337 • io-9 3,577428571 • io- 3 

r (sec) 3,60 IO3 3,599999490054- IO3 3,420 IO3 —5,09946 • io-4 — 1,80 • IO2 — 1,41652 • io-7 —5,0 • io-2 

<P (°) 0 -3 ,859281923235- io-» —4,50 —3,8592819 • io-6 —4,50 

V (°) 0 7,415884024521- IO"7 6,0 7,415884 • io-7 6,0 

& (°) 2,0 10 2,000000930410- 10 1,60 10 9,304096 • io- 6 - 4 , 0 4,652048 • io-7 —2,0 • io- 1 
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nario, al Geos-C. In questo caso sono stati determinati i parametri orbi-
tali dei due satelliti con precisioni dell'ordine di IO 8, 10 8. 

È stato poi impostato il problema della determinazione delle orbite 
di satelliti extraterrestri e di quelle dei pianeti interessati. Le precisioni 
raggiunte sono state più che soddisfacenti anche in questo caso. 

1 . - I L L U S T R A Z I O N E TEORICA D E I M E T O D I D I D E T E R M I N A Z I O N E D E I 

P A R A M E T R I ORBITALI 

Nei prossimi paragrafi illustreremo dapprima il metodo seguito 
dal prof. M. Caputo, poi, come faremo notare, vi apporteremo alcune 
modifiche onde migliorare la precisione del calcolo dei parametri orbitali. 

1.1. L'equazione della distanza osservatore-satellite. 

Il metodo illustrato in « Orbit determinations from range meas-
urements » del prof. Caputo presuppone un confronto fra la distanza 
rilevata sperimentalmente e quella calcolata teoricamente in funzione 
dei parametri orbitali stimati a priori, e una successiva applicazione 
del metodo dei minimi quadrati all'equazione così ottenuta. 

Sviluppiamo intanto, come già il prof. Caputo, l'equazione della 
distanza osservatore-satellite in funzione dei parametri orbitali. Sup-
poniamo dunque che il satellite P ruoti su un'orbita ellittica attorno 
al pianeta V e venga osservato da un punto Q del pianeta T, ricordando 
che T e V ruotano su orbite ellittiche attorno al Sole. 

1.2. Coordinate relative dell'osservatore e del satellite. 

Poiché Q è sulla superfìcie di un pianeta, le sue coordinate, rispetto 
al sistema di riferimento cartesiano ortogonale sinistrorso di fig. 1.1, 
avente, come origine degli assi, il baricentro Di del pianeta stesso e, 
come asse Zi, l'asse di rotazione del pianeta preso con il verso positivo 
nella direzione della velocità angolare, sono: 

dove RT è la distanza QOi, a è la eolatitudine di Q, co la velocità angolare 
di rotazione e r può essere pos.ta uguale a zero scegliendo opportuna-
mente la direzione e il verso di xi. 

[1.1] 
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Essendo P in orbita ellittica attorno al pianeta V, le sue coordinate 
rispetto al sistema di riferimento ortogonale sinistrorso (figg. 1 -2) 
dove 0-2 è il centro di massa del pianeta V e quindi anche fuoco della 
orbita di P, l'asse z2 è perpendicolare al piano dell'orbita con il verso 
della velocità angolare di P attorno a V, l'asse x2 ha la direzione del-
l'asse maggiore e il suo verso negativo viene definito dalla posizione 
dell'altro fuoco F' dell'orbita stessa, l'asse t»/2 risulta anch'esso definito 
essendo il sistema sinistrorso (*), sono 

( A'2 = a,- (cos E,> — e,-) 
j r 2 = ap (1 — e2,-)1« sin EP [1.2] 
( Z% = 0 

dove di- è il semiasse maggiore, e? l'eccentricità, E,- la anomalia eccen-
trica dell'orbita che ci permette di determinare le coordinate di P in 
funzione del tempo attraverso l'equazione di Keplero: 

E — e sin E = n (t — r) [1.3] 

dove E è l'anomalia eccentrica, e l'eccentricità, n = ìn\T con T periodo 
dell'orbita e r è l'istante di passaggio al perigeo. 

1.3. Coordinate assolute di P e di (}. 

Con una serie di successive trasformazioni trasportiamo ora le 
coordinate di P e Q nello stesso sistema di riferimento Oxyz, avente 
come origine il centro di massa del Sole quale fuoco dell'orbita di T. 

Essendo le coordinate dell'origine Oi date dall'equazione dell'or-
bita ellittica di T rispetto al sistema Oxyz: 

( XT = UT (COS ET — CT) 
j Y t = AT (1 — C-T)1'2 s in ET [1.4] 
( ZT = 0 

le coordinate di (f rispetto allo stesso sistema di riferimento saranno: 

( XQ = BN X1 + 5 ,2 T i + B13Zi + XT 

j YQ = BnXx + «22l ' i + B„,Z! + YT [1.5] 
( ZQ = B31XÌ + B32\\ + B,,ZT 

ricordando che ZT = O e che le BIJ sono i coseni direttori. 

(*) Assumeremo sempre questa dispósi/ione degli assi quando prende-
remo come origine del sistema di riferimento il fuoco di un 'orbi ta ellittica. 



CALCOLO 151 ORBITE A MEZZO DI MISURA 1)1 D I S T A N Z E 2° 9 3 

Le coordinate del centro di massa <)2 rispetto al sistema di riferi-
mento Ox31/3Z3, avente origine nel fuoco dell'orbita di V, saranno poi: 

CL v (cos JEv —' 6v) 
av (1 — e2v)2'2 sin Ev [1.6] 
0 

Rispetto all'altro sistema di riferimento O.ryz le coordinate saranno 
allora: 

( Xv = AnX'V + A12Y'V 
j YV = A21A"V + A22Y'V [1.7] 
\ Zv = A31X v + A325 ' v 

dove le An sono i coseni direttori. 
Le coordinate di P rispetto allo stesso sistema di riferimento 

saranno quindi 

( Xp - C„X2 + Cl2Y2 + Xv 
j Yp = C2,X2 + C22Y2 + Yv [1.8] 
( Zp = C31X2 + G32Y2 + Zr 

dove le Cu sono i coseni direttori (*). 

1.4. L'equazione della distanza. 

Abbiamo ora le coordinate dei punti P e nello stesso sistema di 
riferimento in funzione di ET, CO, a, <pr, YR, 9T, ap, ep, tip, TP, epp, y)p, 
dp, av, ev, hi-, TV, <pv, Y>v, 0v, aT, eT, Nr, TR, e del tempo t ed essendo 
l'equazione della distanza fra due punti P e i / : 

PQ* = (XP — XQ)2 + (YP— Yq)2 + (ZP — ZQ)2 [1.9] 

per sostituzione si ottiene: 

PQ2 = Xi + X2 cos EP + X3 sin EP + X, cos2 ER + 
+ A*5 COS ET + Xti s i n ET + X7 COS2 ET + A's COS EV + 

+ A'., sin EV + A"10 cos2 Ev + Xu cos EP cos ET + 

(*) Ricordiamo clic fra i coseni direttori esistono (> relazioni clic riducono 
a 3 le variabili indipendenti per ogni trasformazione di coordinate e che da 
queste si possono ricavare le equazioni ilei coseni direttori in funzione degli 
angoli di Eulero <p, y, & (v. fig. 1.3). 

X'v = J Tv = 
Z'v = 
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+ xlt sin EP COS ET + A', 3 cos EP sin ET + 
+ Xu sin EP sin ET + X1S cos EP cos EV + 
+ Xw sin EP cos Ev + X17 cos Ep sin EV + 
+ Zig sin EP sin EV + Zl9 cos EV COS ET + 
+ 20 sin EV COS ET + X21 cos Ev sin ET + 
+ x 2 2 sin EV sin ET + 23 cos ad + X21 sin 
+ cos EP cos «>t + 26 sin Ep COS fot + 
+ A-27 cos EP sin o>t + ^ 28 sin Ep sin fut + 
+ 29 cos ET cos wt + A 30 sin ET cos wt + 
+ A 31 cos ET sin <ot + A 32 sin ET sin tot + 
+ x33 cos EV cos cut + A'34 sin EV cos ut + 
+ A 35 cos Ev sin a)t + A 36 sin Ev sin tot. 

in cui la dipendenza della distanza dal tempo è data oltre che dal fattore 
t, anche da EP, ET ed Ei-, funzioni del tempo secondo l'equazione di 
Keplero, e le equazioni complete dei parametri complessivi xm (con 
m = 1, 2 , . . . . , 36) in funzione dei parametri orbitali sono riportate 
nella eq. A.l di Appendice. 

2 . 1 . D E T E R M I N A Z I O N E DEI PARAMETRI COMPLESSIVI APPLICANDO IL 

METODO D E I MINIMI QUADRATI ALL'EQUAZIONE DELLA DISTANZA. 

Poiché la distanza fra P e Q può essere ottenuta sperimentalmente 
a mezzo laser in modo molto più preciso di quanto ci possano permet-
tere i valori stimati a priori dei parametri orbitali approssimati, si 
può supporre che l'errore effettuato nel calcolo della distanza sia dovuto 
soltanto agli errori dei parametri complessivi xm (con m — 1, 2, . . ., 36) 
e a quelli delle anomalie eccentriche, in quanto funzioni dei parametri 
orni tali approssimati. 

Chiamata quindi la differenza fra il quadrato della distanza 
misurata ad un certo istante ti e il quadrato di quella calcolata nel 
medesimo istante, possiamo scrivere la eq. A.2. di Appendice in cui si 
è differenziata la eq. [1.10] rispetto a EP, ET, EV, to, ed ai parametri 
complessivi m • 

Scrivendo poi le equazioni di Keplero per le orbite ellittiche di 
P, T e V nella forma seguente: 

Ep — Xki s i n Ep = XKit + Xk3 

ET — X K 4 s i n ET = A 'A-SÌ + XKG [ 2 . 1 ] 

Ev — Xki sin Ev = XKst + XK9 
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dove 

XKI = CP-, Y A'2 = nP-, X K3 — — L L P X P - , 

A K4 = ET; A A" 5 = UT', A A'(ì = ÌITTT', f2 
XKI = ev: A" A 8 = NV. A KH = —71 v Tv 

le variazioni delle anomalie eccentriche possono essere scritte in l'un-
zione degli errori della xKn (con n 1,2, . . ., 9): 

A E n = 
sin EPI A A + ti A X * 2 + A A ' a - 3 

1 — A ' a - i COS EPI 

sin Eri A A ' « 4 + Ì ; A A ' a - 5 + A Xm 

1 — A " A 4 COS Eri 

sin Evi A A ' k 7 + ÌJAXKS + A XK» 

1 — A ' « ? COS EVI 

A fi' ' ' " J " - " - « » I "-»-i r . , Q1 AAtj = — [2.3] 

A Eri = 

Sostituendo le eq. [2.3] nella eq. [A.2] si ottiene che Ad2j è funzione 
degli errori di 46 (36 + 1+9) parametri (xm, co, xkn) i cui coefficienti, 
come si vede chiaramente, sono linearmente indipendenti. Perciò, 
effettuando un numero di rilevazioni maggiore di 46, si può applicare 
all'eq. [A.2] il metodo dei minimi quadrati. 

Correggendo, in questo modo, i valori dei parametri complessivi, 
possiamo ridurre gli errori nel calcolo della distanza. 

Risultati ancora migliori si possono ottenere utilizzando più volte, 
successivamente, questo metodo, come vedremo operativamente nei 
paragrafi 3.2. e 3.5. 

2.2. I parametri orbitali ricavati da quelli complessivi. 

Dai 46 parametri complessivi così ottenuti è ora possibile risalire 
ad un valore più preciso dei 24 parametri orbitali. 

Unendo le 36 equazioni dei parametri complessivi x,„ (eq. [A.l]) 
alle 9 equazioni dei parametri complessivi Xk„ e alle 6 equazioni che 
legano i coseni direttori otteniamo infatti un sistema di 51 equazioni; eia 
queste, poiché il parametro orbitale co è già stato ottenuto direttamente 
nella Eq. [A.2], ci è sufficiente estrarre 23 equazioni linearmente indi-
pendenti per ricavare i valori dei rimanenti 23 parametri orbitali. 

Si deve tener presente che, poiché i parametri orbitali si possono 
ottenere da gruppi diversi di equazioni, anche i loro valori potranno 
essere leggermente diversi. 
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Poiché l'errore di ogni singolo parametro complessivo è funzione 
degli errori dei parametri orbitali da cui dipende, possiamo differen-
ziare le equazioni dei parametri complessivi rispetto ai parametri 
orbitali ottenendo, dopo aver posto uguali a zero, in ogni singola equa-
zione, i coefficienti dei parametri orbitali che non vi compaiono, un 
sistema la cui matrice ha tutte le colonne e almeno 24 righe linearmente 
indipendenti (*). 

A tale sistema possiamo ora applicare il metodo dei minimi qua-
drati, dopo aver bilanciato i pesi delle varie equazioni, ottenendo i 
valori delle correzioni da apportare ai parametri orbitali iniziali. 

Il metodo sarà poi applicabile più volte, ottenendo così valori più 
esatti di quanto non possa la semplice risoluzione di uno dei possibili 
sistemi. 

2.3. Determinazione diretta dei parametri orbitali. 

L'applicazione del metodo dei minimi quadrati dapprima all'equa-
zione della distanza in funzione dei parametri complessivi e successiva-
mente al sistema dei parametri complessivi in funzione dei parametri 
orbitali è equivalente all'applicazione di tale metodo all'equazione 
della distanza differenziata direttamente rispetto ai parametri orbitali. 

Esporremo qui di seguito questo nuovo metodo e la sua giustifi-
cazione teorica. 

Sostituendo, infatti, nella Eq. [A.2] le equazioni dei parametri 
complessivi differenziati rispetto ai parametri orbitali, otteniamo l'er-
rore della distanza direttamente in funzione degli errori dei parametri 
orbitali. 

Raccogliendo poi rispetto alla variazione dei parametri orbitali si 
ottiene un'equazione di condizione per i minimi quadrati in cui i coeffi-
cienti sono una combinazione lineare dei coefficienti dei parametri 
complessivi che, come abbiamo visto, sono linearmente indipendenti. 

I coefficienti delle variazioni dei parametri orbitali sono perciò 
originati dal prodotto colonne per righe della matrice 24-30 del siste-
ma dei parametri complessivi, differenziati rispetto ai parametri orbi-
tali, per una matrice riga i cui 36 elementi sono dei vettori linearmente 
indipendenti, corrispondendo ai coefficienti dei parametri complessivi. 

(*) Tale condizione ili lineare indipendenza corrisponde infa t t i alla 
risolubilità del sistema di 52 equazioni che assicura alla matrice un rango 
k = 24. 
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Poiché, come abbiamo visto, la matrice 24-36 ha rango 24, i 24 
vettori ottenuti sono anch'essi linearmente indipendenti. È perciò 
possibile applicare il metodo dei minimi quadrati. 

In questo paragrafo svilupperemo la differenziazione dell'equazione 
della distanza direttamente dalla eq. [1.9] e non per sostituzione del 
sistema nella eq. [A.2], ottenendo una forma più compatta e versatile 
della equazione di condizione-

Differenziando la eq. [1.9] rispetto alle coordinate di P e Q possiamo 
scrivere: 

A(P/O = (XP—XQ) AXR + (YP—Yq) A Y P + (ZP—ZQ) AZP + 

+ (XQ—XP) AXQ + (YQ—Yp) A Y Q + (ZQ—ZP) A Z q [ 2 . 4 ] 

Differenziando le equazioni delle coordinate di P e di Q otteniamo: 

= CITAXZ + G'IAAYA + A X R + X 2 A C 1 1 + Y 2 A C 1 2 

= C 2 1 A X 2 + C 2 2 A Y 2 + A Y R + X 2 A C 2 1 + Y 2 A C 2 2 [ 2 . 5 ] 

= O 3 1 A X 2 + C 3 2 A Y 2 + A Z V + X 2 A O 3 1 + Y 2 A C 3 2 

= B11AX1 + JS12A Yi + BVAZI + A X r + XiABn + 
+ Y 1 A B 1 2 + Z I A B 13 

= B* 1AX1 + &2AY1 + BZAAZT + AYT + X 1 A B 2 1 + 

+ Y1AB22 + Z1AB23 [ ' J 

= B31AXI + B32AY1 + B33AZ1 + AZT + XXABSI + 
+ Y 1 A B 3 2 + Z A B 3 3 

i AXp 

1 
f AZp 

. AX Q 

] A H Q 

A ZQ 

dove 

l AAr2 = (cos Ep — eP) AaP — aP sin EpAEp — apAe-p 
' A Y2 = (1 — e2/-)1/2 sin EPAAP + aP (1 — e'-p)1'2 cos EPAEP + [2.7] 

— apep (1 — e2/,)1'2 sin EPAeP 

1 AYi = sin a cos wt A BT + BT cos wt cos «Aa + 
I — t Bt sin a sin wtAm 
' AYi = sin a sin ed ABT + BT sin wt cos aAa + [2.8] 
I + tBT sin a cos od A OJ 

' AZt = cos a ABT — BT sin a Aa 
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A X t — ( c o s E t — eT) A aT •—• a r s i n ETAET — clTAEt ^ ^ 

A Yr = (1 — e2?)1'2 sin ETAaT + aT{l — e2r)1/2 cos E t A E t + 

«T0T 

ed ancora 

AXv = AnAX'v + AiiAY' v + X'vAAu + Y'vAAu 
AYV = AnAX'v + AiiAY'v + X'vAAu + Y'vAAn [2.10] 
AZV = AnAX'v + AvAY'v + X'vAA3l + Y'VAA3Ì 

in cui 

AX'v = (cos Ev — ev) Aav — av sin EVAEV — avAev ^ 
AY'v — (1 — eV)1/asin EvAav + av (1 — eV)1'2 cos EVAEV + 

— avev (1 — e2!-)1'2 sin EvAev 

e, tenendo presente l'equazione di Keplero, 

(t — tr) AnP — npAtp + sin EpAep 
AEp 

= . - [ 2 < 1 2 ] 

A EV = 
1 — ev cos EV 

1 — ep cos EP 

(t — T T) A UT — • utATT + s i n EtAct 

1 - CT COS ET 

(t — TR) Anv —• nvAtv + sin EvAev 

Ricordando che i coseni direttori Ad, Bu, Cu sono a loro volta 
funzioni dei rispettivi angoli di Eulero, potremo anche scrivere, per le 
variazioni di generici coseni direttori ma, le equazioni 

AIWN = TO12A9? — muAy) + j»3i sin y>A& 
Ami2 = —WI11A9? — viììAip + TO32 sin rpA& 
Amia — —mwArp + cos & sin y)A& 
A»ì2i = mnAcp + niuArp — m31 cos ipAd 
ATO22 = •—nuiA^ + miìAtp — m32 cos y>A0 [2.13] 
Am23 = misAy) — cos # cos ipAfl 
Amai = m-iìAcp + sin <p cos 9A{) 
A//132 = —m-.nà(p + cos d cos (f Ai) 
Aita = —sin 0A9 
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che, adattate ai coseni direttori Ah, Bh, Cu, ci danno la loro dipendenza 
dai corrispondenti angoli di Eulero. 

Sostituendo tut te queste equazioni, successivamente, nella eq. [2.4] 
otteniamo la eq. [A.3] in cui l'errore del quadrato della distanza è 
espresso in funzione degli errori dei 24 parametri orbitali. 

Effettuando un numero di misure superiore a 24, numero dei 
parametri orbitali, e applicando più volte il metodo dei minimi quadrati 
si dovrebbero ottenere, per i nostri parametri, dei valori molto precisi. 

La differenza fondamentale fra il metodo illustrato nei paragrafi 
2.1 e 2.2 e questo metodo sta nel numero minimo di equazioni necessa-
rie: nel primo caso occorrono almeno 47 rilevazioni essendo 46 il numero 
dei parametri complessivi, nel secondo ne bastano 25 essendo 24 il 
numero dei parametri orbitali. 

Per un numero di rilevazioni maggiore o uguàio a 47 i risultati 
dovrebbero coincidere, entro il limite di precisione dell'elaboratore 
elettronico. 

2.4. Determinazione dei parametri applicando il metodo dei minimi 
quadrati ad un sistema gioitale. 

Invece di sostituire nelle equazioni della distanza differenziate 
(eq. [A.2] o eq. [A.3]) le 3 equazioni delle variazioni delle anomalie 
eccentriche (eq. [2.3] o eq. [2.13]) possiamo determinare i parametri 
applicando il metodo dei minimi quadrati al sistema generato dalle 4 
equazioni di condizione e quindi formato da -in equazioni, dove n è 
il numero di osservazioni. 

Dobbiamo notare che, in questo modo (*), le anomalie eccentriche 
non sono più funzioni dei parametri orbitali e del tempo ma assumono 
anch'esse il ruolo di incognite. Il numero delle incognite sarà dunque 
dato dal numero di parametri incogniti più 3n, essendo 3?? il numero 
delle anomalie eccentriche incognite per n osservazioni. 

Per scrivere la matrice di risoluzione del sistema, porremo, ovvia-
mente, uguali a zero i coefficienti delle incognite che pur comparendo 
nelle altre equazioni non compaiano in quella presa in esame. 

Le uniche quantità che legano assieme la prima equazione alle 
altre tre saranno perciò: nel caso della risoluzione del sistema in fun-
zione delle variazioni dei parametri orbitali, i coefficienti delle variazioni 

(*) La questione è s ta ta t r a t t a t a in modo molto più ampio nell'articolo 
sopracitato del prof. Caputo. 
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delle anomalie eccentriche e delle eccentricità e, nel caso dei parametri 
complessivi, il solo coefficiente delle variazioni delle anomalie eccen-
triche. 

Per una corretta applicazione del metodo dei minimi quadrati a 
questo sistema bisogna ricordare che le quattro equazioni di condi-
zione hanno precisioni differenti e quindi pesi fra loro diversi. Bisogna 
perciò moltiplicare ogni equazione per la radice quadrata del rispettivo 
peso, in modo da ridurre tutti i residui allo stesso peso. 

3 . - E L A B O R A Z I O N E D E I DATI E P R E C I S I O N I O T T E N U T E 

Vogliamo ora stimare quale precisione si possa ottenere nella deter-
minazione dei parametri orbitali dei satelliti con l'applicazione dei 
metodi illustrati ed anche quale di essi risulti il migliore sia per la pre-
cisione ottenuta sia per la versatilità e il tempo di elaborazione del 
programma. 

3.1. Satellite terrestre osservato da una stazione terrestre. 

Con i prossimi paragrafi, in relazione al prossimo lancio del Geos-C 
ed anche per la minor complessità delle equazioni, abbiamo voluto 
analizzare il caso dell'osservatore sulla superficie della Terra e del 
satellite terrestre. 

3.2. Applicazione del metodo di correzione diretta dei parametri orbitali. 

Si possono facilmente ricavare l'equazione della distanza e l'equa-
zione di condizione, a cui applicare il metodo dei minimi quadrati, 
dalle Eq. [1.9] e Eq. [A.3] supponendo che V coincida con T e quindi 
av = UT', ev - er~, Tv = TT; TV = Rr; cpv = Y>v = &v = 0 perciò 
AN = AH = A33 = 1 e AH = A3I = A12 = A32 = A13 = A23 = 0. 

I coefficienti delle variazioni dei parametri orbitali di T e V, sotto 
queste condizioni, si annullano l'un l'altro; in effetti, nel caso di un 
satellite terrestre, non ha alcuna importanza l'orbita percorsa dalla 
Terra attorno al Sole. Restano, di conseguenza, da determinare 10 
parametri ap, eP, nP, Xp, <pP, yp, OP, BT, a, <0. 

Ricavate queste equazioni abbiamo impostato un programma per 
l'ieboratore elettronico che simulava le misurazioni di distanza e appli-
cava il metodo dei minimi quadrati al sistema generato dalla equazione 
di condizione. 
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Per fare questo abbiamo supposto che la stazione terrestre si tro-
vasse a -±5° di latitudine Nord e ad una distanza di 6.37102 • IO8 cm 
dal centro della Terra ma che la sua posizione fosse conosciuta con un 
errore di 2' sulla latitudine e di 1 km sulla distanza dal centro di massa. 
Il periodo di rotazione terrestre, e quindi la velocità angolare co, è 
stato considerato noto: 

T = 23" 56'4",1. 

Si è poi scelto un satellite avente un periodo di 7" e il cui piano 
orbitale fosse inclinato di 20° rispetto a quello equatoriale (*). 

Sulla base di questi dati abbiamo calcolato le distanze vere osser-
vatore-satellite in vari istanti e attribuito a questi valori degli errori 
assoluti da 0 a 1 m per renderli attendibili come misure sperimentali. 

Si sono poi assegnati ai parametri orbitali i valori approssimati di 
Tab. 3.1 e si è costruito in base a questi valori il sistema generato dalla 
equazione di condizione. 

Supponendo di aver effettuato 50 misure negli istanti in cui l'ano-
malia eccentrica di P assume i valori Eri = j (con j = 1, 2, . . ., 50), 
si sono ottenuti i valori corretti di Tab. 3.1. Come si vede la precisione 
dei risultati è indubbiamente notevole essendo esatte in media le prime 
8 cifre. Si ottengono, ad esempio, errori di soli 47 cm sulla distanza 
osservatore-centro della Terra e di 20 cm sul semiasse dell'orbita del 
satellite P. 

Viste le precisioni ottenute, abbiamo voluto calcolare anche la 
distanza, nei vari istanti, fra la posizione del satellite vero e quella del 
satellite virtuale: la distanza massima rilevata è stata di 3,18 m. 

Un'ultima osservazione è importante soprattutto per le future 
applicazioni in tempo reale: i risultati raggiungono la massima preci-
sione quando lo scarto quadratico medio, calcolato ad ogni iterazione, 
si stabilizza su un valore minimo. Questo ci permetterà di decidere 
quante iterazioni effettuare per ottenere la precisione maggiore. 

3.3. Determinazione dei parametri orbitali con misure effettuate su archi 
di orbita. 

Finora abbiamo supposto che l'orbita rimanesse costante al va-
riare del tempo e che quindi si potessero effettuare rilevazioni su un 
numero indefinito di orbite. Questo però non è affatto vero: proprio a 

(*) Gli altri dat i sono rilevabili dalla Tab. 3.1. 
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causa di quelle variazioni del campo gravitazionale che a noi preme 
rilevare, i parametri variano, sia pure di poco, in modo continuo. 

L'analisi dei dati è stata perciò fatta prendendo in esame gruppi di 
rilevazioni effettuate su archi di orbite di 135°, 90°, 45°, 30°, 22,5°. 

Per simulare le misure di cui, in questo paragrafo, esporremo 
l'elaborazione, abbiamo inoltre supposto di conoscere con precisione 
le coordinate della stazione osservante in quanto la durata delle osser-
vazioni è piuttosto breve rispetto al periodo di rotazione terrestre e 
quindi l'osservatore compie uno spostamento tanto breve che il sistema 
non riesce a determinare con sufficiente precisione i valori dei parametri 
orbitali (ovverosia delle coordinate) dell'osservatore. 

Con rilevazioni su archi di orbita della medesima ampiezza si 
riuscirebbe a correggere i dati della stazione osservante solo se il satel-
lite avesse un periodo maggiore di 24": ciò darebbe modo all'osservatore 
di descrivere un arco almeno dello stesso ordine di quello del satellite 
e quindi anche la precisione sarebbe dell'ordine di quella ottenuta per 
i parametri del satellite. Il satellite sarebbe però, in questo caso, troppo 
alto per essere utile nelle rilevazioni geodetiche. 

I valori dei parametri orbitali del satellite ottenuti simulando rile-
vazioni su archi di orbita di 435° raggiungono precisioni notevoli: si 
ha un errore di 2,85 m sul semiasse e di 0,02 sec. sul periodo che, essendo 
i valori dei parametri gli stessi di Tab. 3.4, corrispondono ad errori 
percentuali dell'ordine di IO6. Nei casi successivi la precisione dimi-
nuisce con l'ampiezza degli archi; gli errori percentuali diventano 
infatti dell'ordine di 10 5 con rilevazioni su 90°, IO 4 su 45°, 10 3 30° e 
IO 2 su 22,5°. In quest'ultimo caso gli errori sono, su alcuni parametri 
calcolati, addirittura maggiori di quelli sui parametri approssimati 
iniziali. 

Tenendo però presente che ad ogni passaggio del satellite si pos-
sono effettuare misure laser finché esso si trova all'interno di un angolo 
zenitale di 65°, i risultati ottenuti mostrano quale ottima precisione 
sia ad ogni modo raggiungibile nella determinazione dei parametri 
orbitali. 

3.4. Confronto dei due metodi di elaborazione dei dati. 

Poiché i risultati ottenuti col metodo di correzione diretta dei 
parametri orbitali erano ottimi, si è preso in esame per un confronto 
anche l'altro metodo di elaborazione dei dati che dapprima corregge i 
parametri complessivi e poi da essi ricava quelli orbitali. 
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Metodo di correzione dei parametr i complessivi 

Paramet r i 
complessivi 

Errori assoluti finali dei parametr i complessivi 
Paramet r i 

complessivi 
Valore vero Errore assoluto iniz. correzione parametr i 

complessivi 
(50 rilevazioni) 

Correzione parametr i 
complessivi 

(17 rilevazioni) 

Correzione parametr i 
complessivi con sistema 

di due equazioni 
(17 rilevazioni) 

1,928(50928149 IO18 5,56579331 1015 4,57 IO9 5,897407 IO10 5,897407 IO10 

X t —3,71554550750 IO8 1,81349131632 1016 1,26662507256 IO11 2,94822235395 IO11 2,948222826749 IO11 

—2,80401892959 10" 5,2643014215 10,G —2,8375 IO10 —2,74561 1 IO11 —2,74561 1 IO11 

6,90203920914 • IO16 -3,00140444507 1016 1,41138 IO10 4,030610 IO10 4,030610 IO10 

1,67385007251 • 10" —4,1537738067 1016 3,6016 IO10 —5,25224 IO10 —5,25224 IO10 

0 3,67712709423 IO15 3,72188170277 IO10 1,36107505787 IO11 1,36107513049 IO11 

x 7 0 1,83771800301 10«> —4,43731253119 IO11 —3,19451424340 IO11 —3,19451435149 IO11 

—7,70562717923 • 10" —2,7311007374 IO16 3,8621 IO10 —7,871043 IO10 —7,871043 IO10 

—8,36925036254 • 10" —2,056758304 IO15 3,5211 IO10 1,34202224640 IO11 1,3420222 IO11 

-̂ 10 0 —2,45141806282 IO10 3,66976411914 IO11 5,86855184439 IO11 5,86855197916 IO11 

¿ n 2,0 io- 1 . —5,0 K)-2 —9,4845 IO"8 5,88454 IO"9 5,88454 io-9 

X l t 2,49332750285 • IO-4 —8,87305161 10-7 —9,49 10~13 —1,6087995 io-11 — 1,6087995 io-1 1 

—8,97597901026 • IO-1 4,7914478702 6,41312 io-7 1,2662448 io-6 1,2662448 io-6 
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Abbiamo perciò preparato un nuovo programma che applicasse il 
metodo descritto nel paragrafo 2.1. 

Poiché, in questo caso T coincide con V e ricordando quanto detto 
nel paragrafo 3.2, la equazione della distanza può essere scritta, tra-
sformando la Eq. [1.10]. 

P(p = xi + Xì cos E -(- x3 sin E + x4 cos2 E + x5 sin wt + 
+ xa cos wt + x7 sin E sin wt + x8 sin E cos wt + 
+ xo cos E sin wt + xia cos E cos wt. [3.1] 

dove 

Xi = R-T + a- -F 2RTGSI COS aae 

Xi — —2ae — 2RTAC3I cos a 
X3 = —2 ET aC32 (1 — e2)1'2 cos a 
X4 = a2 e2 

X 5 = '2.Gh~Rt<M' s in a 
[3.2] 

Xo = 26'ii/i'r«fi sin a 
X? = —ZCzzRtCi (1 — e2)1'2 sin a 
A's = — 2 O12-Z?t(i (1 — e2)1'2 sin a 
X9 = —2(72ii?r« sin a 
Aio = -—2CURTCI s in a 

Differenziamo questa equazione rispetto a Xj (con j = 1, 2, 
13), a co, e a E 

APQ2 = A,ri + cos EAx* + sin EAx3 + cos2EAx4 + 
+ sin <otAxs + cos wt Axe + sin E sin wtAxi + 
+ s i n E cos wt Axs + c o s E s i n wt Ax„ + c o s E c o s wt A Ì C I 0 - + 

+ (— xz sin E + x3 cos E — 2x4 sin E cos E + x7 sin wt cos E + 
+ xs cos wt cos E — x<> sin rot sin E — ifi0 COS wt sin E) AE + 
+ (xn cos wt — xo sin tot + x-? sin E cos wt + 
— x8 sin E sin wt + x0 cos E cos wt + 
— X10 cos E sin wt)tAw [3.3] 

e sostituendo nella Eq. [3.3] a A E il valore ricavato dalla differenziazione 
della equazione di Keplero 

E — #11 sin E — #121 — xì3 = sin E Axi 1 -f tAxn + Aria -f 
+ (iPn cos E — 1) A E [3.4] 
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dove 

I n = e 
Zi, = n 

X13 = — nr 

si giunge alla equazione di condizione del metodo dei minimi quadrati. 
Si è poi elaborato, sulla base di queste equazioni, il gruppo di 

misure già determinate nel paragrafo 3.3 ottenendo cosi i valori dei 
parametri complessivi riportati in Tab. 3.2. 

Bisogna notare clie gli errori percentualmente rilevanti dei para-
metri X2, xe, x7, xl0 sono dovuti ai particolari valori di cpr e rpP che es-
sendo uguali a zero rendono nulli i valori di Cu, Cia, G21, C31 e quindi 
anche quantità rilevanti dei parametri stessi. 

Risolviamo ora il sistema delle Xj (con j = 1, 2, . . ., 13) per rica-
varne i valori dei parametri orbitali. Dalle prime 10 equazioni possiamo 
ottenere 

e = Xs/Xg 

n = — yxifxs 

inoltre tre relazioni fra i coseni direttori 

O 2 1 / C 1 1 = X 9 [ X l O 

O 2 2 / C 1 2 = Xi\Xi 

C 3 1 / C 3 2 = ( « 2 + 2 a e ) ( 1 — e 2 ) 1 / 2 / ^ 

che messe a sistema con le Eq. [1.10] ci permettono di conoscere tutt i i 
coseni direttori e quindi i tre angoli di Eulero che, a meno di 180° 
sono perciò 

<p = arctg ( C 3 1 / C 3 2 ) 

y) = arctg (— C 1 3 / C 2 3 ) 

d — arctg ( C 3 2 / C 3 3 cos cp) 

Possiamo poi ottenere a ad esempio da x1 e x3 

= arctg (x7C32lx3Ci2) 

Et da xi 

E t = — C31 cos aae ± | C-3i cos2 a a2e2 — (a2 — X\) 



CALCOLO 151 O R B I T E A MEZZO DI MISURA 1)1 D I S T A N Z E 2° 107 

e da X12 e xia 

n = X12 
r = — xi 3/n 

Sostituendo in queste equazioni i valori dei parametri complessivi si 
ottengono i parametri orbitali. 

Bisogna ricordare che avendo delle equazioni di grado superiore 
al primo dovremo scegliere le radici più vicine ai valori iniziali dei 
parametri. 

Abbiamo riportato in Tab. 3.3 gli scarti dal valore vero. Si può 
notare come, tranne T, tut t i i parametri ricavati dal sistema delle Xj 
siano meno precisi dei valori ottenuti con la correzione diretta dei 
parametri orbitali e tutto questo nonostante che lo scarto quadratico 
medio Anale fosse minore di un ordine di grandezza (IO10 invece di IO11) 
nel caso della correzione dei parametri complessivi. 

Si può notare ancora che e si ottiene anche in modo diretto da xn 
con uno scarto del valore vero di —7,9954-IO 9. Il confronto di questo 
valore con gli scarti corrispondenti di Tab. 3.3 può probabilmente 
confortare l'ipotesi di una corrispondenza fra il metodo di correzione 
diretta dei parametri orbitali e quello dei parametri complessivi quando 
al sistema venga applicato nuovamente il metodo dei minimi quadrati. 

3.5. Altre prove e scelta del metodo ottimale. 

Un altro vantaggio del metodo di correzione diretta dei parametri 
orbitali è quello di dare relativamente buoni risultati anche con solo 
10 misure, avendo considerato noto co, mentre l'altro metodo necessita 
di un minimo di 14 misure. 

È stata perciò effettuata una prova anche per verificare questa 
proprietà. In Tab. 3.3, abbiamo riportato i risultati ottenuti applicando 
i minimi quadrati al sistema generato dall'equazione di condizione per 
la correzione dei parametri orbitali quando siano fatte 10 misure sol-
tanto. Anche in questo caso la precisione raggiunta è notevole e la 
distanza massima fra l'orbita vera e quella virtuale nei vari istanti è 
questa volta di 29,72 m. 

Per completare il confronto fra i vari metodi di elaborazione dei 
dati rimane solo da controllare quali risultati siano ottenibili dall'appli-
cazione di quello illustrato al paragrafo 2.3. 

Invece di sostituire il valore di A/i nella Eq. [3.3.] abbiamo cioè 
messo quest'ultima a sistema con la Eq. [3.4]. 
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Confronto fra i due metodi di correzione dei parametr i orbitali mediante i risultati ot tenuti . 

Errori assoluti finali dei parametr i orbitali 

Parametr i 
orbitali di Q 

Valore vero 
Errore assoluto 

iniziale 
Correzione parametr i 

complessivi 
(50 rilevazioni) 

Correzione 
parametr i 

(50 rilev 

diret ta 
orbitali 

azioni) 

Correzione diret ta 
parametr i orbitali 

(10 rilevazioni) 

Ut (cm) 0,371020 IO8 1,0 • IO5 — 1,5188273 . IO3 —4,75649 • 10 1,0355815 • IO3 

co (sec-1) 7,292115053926- io-5 0 0 0 0 

a 4,50 10 3,33 • 1 o-2 —7,617422 • io-4 3,10948 - io-6 —1,2031418 • io-4 

P 

a (cui) 1,857772753750- 10° 4,420639734 - 10° 5,3581 1 IO2 2,01357 • 10 —4,03703 • IO2 

e 2,0 io-1 —5,0 . io-2 4,0912 IO"9 —1,7209 • 1 o-9 2,98309 • IO"8 

T (sec) 2,520 IO4 9,0 • 10 1,080 IO"5 3,370 • io-5 — 1,07673 - io-3 

r (sec) 3,60 IO3 —1,80 .IO2 —6,83365 io-4 —5,09946 • io-4 2,090097 • io-3 

<P (°) 0 —4,50 —4,0690040 io-5 —3,859281 19 • io-6 1,41475274 • io-4 

V (°) 0 6,0 —3,1753050 io-5 7,415884 • io-7 —9,7400797 • io-5 

& ( ° ) 2,0 10 —4,0 9,128743 io-6 9,304096 • IO"6 —6,948947 • io-5 
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I risultati ottenuti supponendo di aver effettuato 17 rilevazioni e 
20 iterazioni successive del metodo dei minimi quadrati sono visibili 
in Tab. 3.2 in cui abbiamo messo a confronto gli errori assoluti dei 
parametri complessivi ottenuti in questo modo con quelli ottenuti 
nelle medesime condizioni col metodo di sostituzione. Come si vede 
i risultati sono praticamente gli stessi. 

È inoltre interessante notare che il tempo di elaborazione, quando i 
minimi quadrati sono applicati al sistema di due equazioni di condizione, 
è di circa 24,5 sec mentre, nell'altro caso, è di 5,5 sec.: esso viene cioè 
triplicato soprattutto pei' il numero maggiore di equazioni e di inco-
gnite e per la necessità di bilanciare i pesi delle diverse equazioni di 
condizione. 

Si può perciò scartare questo metodo di elaborazione dei dati in 
quanto non migliora minimamente la precisione dei risultati e richiede 
un tempo di elaborazione molto maggiore. 

Sulla base delle prove fatte possiamo ora scegliere fra i due metodi 
quello ottimale: esso è indubbiamente sia per la maggior precisione 
sia per la versatilità (come si vedrà anche dalla trattazione dei 
prossimi casi) quello della determinazione diretta dei parametri 
orbitali. 

È importante fare un'ultima osservazione sul valore dello scarto 
quadratico medio. Abbiamo già detto che esso può essere utilizzato per 
definire il numero di iterazioni del metodo dei minimi quadrati neces-
sario per ottenere la massima precisione, possiamo però anche sce-
glierlo come indice della precisione raggiunta. 

Si è notato infatti come, ad esempio, nell'ultimo caso trattato lo 
scarto quadratico medio variasse da un valore di 5-IO15 a un valore 
di 6-IO10; esso aveva cioè subito una variazione di 5 ordini di gran-
dezza che rappresenta anche l'ulteriore precisione raggiunta dai para-
metri complessivi. 

4 . 1 . O S S E R V A Z I O N I D A S A T E L L I T E A S A T E L L I T E . 

Per lo studio dei risultati ottenibili dalle misure di distanza da 
satellite a satellite previste nel programma del Geos-C, si è dovuto 
impostare di nuovo l'equazione della distanza e quella di condizione 
tenendo presente che ora l'osservatore è in moto su un orbita ellittica 
attorno alla terra. 
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4.2. Le equazioni 

Ridefiniamo dunque il sistema cartesiano ortogonale OiXiì/iZi 
ponendo Oi coincidente anch'esso con il centro di massa della Terra 
quale fuoco della sua orbita. In questo sistema le coordinate di Q 
saranno 

Xi = aQ (cos Eq — eQ) 
Ti = aQ (1 — e%y* sin EQ 

Z, = 0 
[4.1] 

dove Eq è data, ancora una volta, dall'equazione di Keplero. 
Fa t ta questa sostituzione e ricordato che anche in questo caso T 

coincide con V, possiamo calcolare la distanza dalla Eq. [1.9]. 
Bisogna anche notare che ora <pP, xpi>, &P, determinano l'inclinazione 

dell'orbita di P rispetto all'orbita di Q e non rispetto al sistema di rife-
rimento terrestre. 

Naturalmente l'equazione di condizione per la correzione diretta 
dei parametri orbitali si differenzia dalla Eq. [A.3], oltre che per la 
condizione T = V, anche perché nel corso della differenziazione della 
Eq. [f.9] dobbiamo sostituire non la Eq. [2.8], ma quella ottenuta 
differenziando la Eq. [4.1]. 

Ricordando che anche A Eq dipende, attraverso l'equazione di 
Keplero differenziata, da AeQ, Ahq, AT«, potremo scrivere nel caso di 
due satelliti terrestri 

Ar/2/2 = {[(XQ—XP)Bn + (YQ—Yp)B 2 1 + 

+ (ZQ—Z,.)B31] (COS E q — c q ) + 

+ [(A" Q XP)BÌ2 + (T<J— YP)B22 + 
+ (ZQ—ZP)Bì*\ (1—e2

0)i/2 sin Eq • AAQ + 

Xq—Xp)BU + (YQ—YP)B°t + 

sin2 Eq 
+ (ZQ—ZP)B3Ì «e 1 + + 1—eQ cos EQ 

+ [(Xq—X^Bu + (Yq—Yp) P22 + (Zq—Zp)B3,]• 

aQCQ sin Eq a Q (1—e-Q)1/2 cos Eq sin Eq 
(l_e«Q)i/t 1—e-Q cos Eq 

[4.2] 

A eQ + 
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{ [ ( X g — X p ) B N + (YQ—Y,.)Bu + (ZQ—Zp)B31] aQ s i n EQ 

— [ ( X q — X p ) B 1 2 + (Yq—YP)B>2 + 

+ (Zq—Zp)B32] a Q ( 1 — e 2 « ) 1 ' 2 c o s Eq}-

t•—Tq 
1 — e Q cos Ec, 

A ÌIQ + 

+ { [ ( X Q — X p ) B u + (YQ—YP)B2i + 

+ (ZQ—Zp)B3i] aQ s i n E q + 

— [{Xq—Xp)BÌ2 + (YQ—YP)B22 + 

+ (Zq—Zp)B32] a q ( 1 — e2f,) ' /2 cos Eq}-

nQ 

1—eQ c o s Eq 
ATQ + 

{ [ ( X P — X Q ) C n + (Yp—Yq)(?21 + 

+ (Zp—ZQ) C'3I] 1 
s i n 2 Ep 

+ 1—ep cos EP 

+ [(Xp—XQ)Cl2 + (Yp— Yq)G22 + (Zp—ZQ)Cs2 

upep s i n EP aP ( 1 — e ^ p ) 1 ' 2 cos Ep s i n E, 
( 1 — e V ) i / 2 1-ep cos E , 

Ae, 

[4 .2 ] 

+ { [ ( X , . — X Q ) C N + {YP—YQ)C2I + 

+ (Z,—ZQ)C31] (cos Ep — ep) + 

+ [ ( X P — X Q ) C l 2 + (Yp—YQ)C22 + 

+ (Zp—Zq)C32] (1—e 2 / . ) 1 ' 2 s i n Ep} AaP + 

{ [ ( l i - X Q ) C n + (YP—YQ)C21 + (ZP—ZQ)C3i] s in EP + 

— [ ( X P — X G ) C l 2 + (Yp—Y Q)G22 + 

+ (Zp—ZQ)C32] cos Ep (l—e*p) I ' 2 }-

ap (t—r p) 
1—e p cos E r 

A >ìp + 

+ {[(Xp—Xq)Gu + (Yp—re)c2i+ 

+ (Zp—ZQ)C3i] s in Ep + 
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— [(XP—XQ)CU + (YP—YQ)CÌ2 + 

+ (Zp—Zq)GN] cos Ep ( 1 — e 2 , . ) 1 ' 2}-

tip—np — At p + [4.2] 
1—e,, cos Ep

 L J 

+ [(JF—XQ) (C12X2—CU VI) + ( YP—YQ) (C22X2—C21 YS) + 

+ (ZR—Z</) (C32X2—CN V«)] A t pp + 

+ [ ( Z , — A ' Q ) ( — C N X T — G22Y2) + 

+ ( YP—-YQ) (C11X2 + C12Y2) A f p + 

+ [ (XP—X Q ) (C31X2 SIN tpp + O32Y2 SIN y>r) + ( Y p - Y q ) -

( O31.V2 COS f p —• G22Y2 COS f p ) + (ZP Z Q) • 

(X2 sin <pp + G2 cos (pp) cos &p] AOp 

Come si vede chiaramente, a riprova «Iella duttilità di questo 
metodo, al variare delle condizioni di rilevazione variano, nell'equazione 
di condizione, solo i coefficienti dei parametri direttamente interessati 
come differenziazione parziale della equazione della distanza, ciò non 
accade invece per l'equazione di condizione espressa in funzione dei 
parametri complessivi. 

4.3. Dati (•• riunitali. 

Si è usato per queste rilevazioni lo stesso satellite del capitolo 
precedente con periodo T = 7" mentre il satellite Q è stato considerato 
geostazionario. Sono state simulate 50 misure negli istanti corrispon-
denti ad una anomalia eccentrica di I', Ep] = 0,5j (con j = 1 ,2 , . . . , 
50) supponendo che l'errore massimo di misurazione fosse 1 m. 

Sono stati elaborati i dati sulla base della nuova equazione di 
condizione (Eq. [4.2]) ottenendo per i parametri orbitali di P la stessa 
precisione raggiunta nel caso di Tab. 3.1 mentre per i parametri di Q 
la precisione è ancora maggiore essendo l'errore percentuale finale per 

ti i parametri dell'ordine di IO 9. 

5 . 1 . SATELLITE VESUVIANO OSSERVATO DA I NA STAZIONE TERRESTRE. 

Abbiamo poi messo a pillilo un programma per elaborare misure 
di distanza, effettuate a mezzo laser, t ra un osservatore terrestre Q 
ed un satellite venusiano P. 
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Determinazione elei parametr i orbitali di P e Q supponendo noti quelli di T e V (100 rilevazioni). 

Paramet r i 
orbitali di Q 

Valore vero Valore finale Valore iniziale Errore finale Errore iniziale Err . pere. fin. Err . pere. iniz. 

ET (cm) 0,371020 IO8 0,371053077951 10s 6,372020 IO8 3,91 •IO3 1,0 IO5 0,13 • io-6 1,56960737 • io-4 

co (sec-1) 7,292115953920 io-5 7,292115053920 io-5 7,292115053926 io-5 0 0 0 0 
a (o) 4,50 10 4,499952577937 10 4,503~ 10 —4,7022003 • 1 o-4 3,3 io-2 —1,0449347 • io-5 7,40740740 • io-4 

<PT (°) 0 —1,833071223975 io-4 —3,0 — 1,83307122 • io-4 —3,0 

VT (°) 0 2,019019764347 io-4 2,709230709231 2,01901970 • io-4 2,769230765231 

{>T (°) 2,3452 10 2,345188714084 10 1,8952 10 —3,3508138 • io-4 —4,50 — 1,4285830 • io-5 — 1,91873471265 • io-1 

Parametr i 
orbitali di P 

CIP (em) 3,930470770047 10° 3,930475757241- 10° 3,939217442219 IO9 — 1,013300 - IO3 2,740671 io6 —2,574145 • io-' 6,962245 • IO-4 

EP 2,0 io-1 1,999999839652- io-1 —1,59 io-1 —1,00348 • IO"2 —5,0 io-5 —8,1742 • io-8 —2,50 • IO-1 

TP 8,610410 io4 8,616410006848- IO1 8,625410 IO4 0,848 • io-5 9,0 10 7,942 • io-10 1,044518540 • io-3 

TP 5,40 IO3 5,400000723192- IO3 5,220 IO3 7,23192 • io-4 —1,80 IO2 1,33524 • i o-7 —3,3 • IO-2 

<PP 0 1,3262439361 1 1 • io-4 —4,50 1,38024394 • io-4 —4,50 

VP 0 — 1,231713486256- io-4 0,0 —1,23171349 • io-4 6,0 

tfp 2,0 10 1,999995341720- 10 1,00 10 —4,658280 • 1 0-5 - 4 , 0 —2,329140 • 1 o-6 - 2 , 0 IO-1 



TABELLA. 5 . 2 . 

Determinazione dei parametr i orbitali di T e V supponendo noti quelli di P e Q (100 rilevazioni). 

Parametr i 
orbitali di T 

Valore vero Valore finale Valore iniziale Errore finale Errore iniziale Err. pere. fin. Err . pere. iniz. 

or 1,496267973875- IO13 1,496268047887- IO13 1,496269870470- IO13 7,401229375 IO5 1,8965847 • 10' 4,94646 • i o-8 1,267550 • 10" -0 
eT 1,70 io-2 1,699999293442- io-2 1,690 IO"2 —7,06558 io-9 —1,0 • IO"4 —4,15622 • io-7 —5,882352941 • 10--3 

T t 3,155692954502- io7 3,155693209822- IO7 3,155698954502- IO7 2,5532 6,0 • 10 8,0908 -io-8 1,901325 • 10" -6 

ri- 7,889232386255- 10° 7,889232908553- IO6 7,889592386255- 10" 5,2230 io-1 3,60 • IO2 6,6204 • io-8 4,5631816 • 10" -5 

Parametr i 
orbitali di V 

a y 1,082080010375- IO13 1,082079937515- IO13 1,082213825995 IO13 —7,8760 IO6 1,33809620 • IO9 —7,2786 • 1 o-8 1,23659635 • 10" -4 
ev 7,0 io-3 7,000023885744- IO-3 7,50 io-3 2,388574 io-8 5,0 • IO4 3,412249 - io-6 7,1428571128 • 10 -2 

Tv 1,940751167019- IO7 1,940751286075- IO7 1,941111107019 IO7 1,1906 3,60 • IO3 6,1346 • IO"8 1,85495186 • 10" -4 

TV 0 —8,045280176335 —7,20 IO3 —8,04528 —7,20 • IO3 

f v 0 3,945822540598- 10"4 — 1,80 10 3,94582255 io-4 —1,80 • 10 
yiy 9,0 10 8,999946451974- 10 1,020 IO2 —5,354803 io-4 1,20 • 10 —5,945781 • IO"6 1,33 • 10 

tiv 3,390 3,389975744243 2,190 —2,425576 IO"5 —1,20 —7,155091 • io-6 —3,539823 • io--1 
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I dati orbitali in base ai quali si è sviluppato il problema sono 
quelli di Tab. 5.1 e 5.2. 

Per evitare l'indeterminazione dovuta all'eccessivo peso dei para-
metri orbitali dei due pianeti rispetto a quelli del satellite e dell'osser-
vatore, abbiamo considerato separatamente il problema della corre-
zione dei due gruppi di parametri. 

L'equazione della distanza è evidentemente in ambedue i casi la 
Eq. [1.10]; è invece differente l'equazione di condizione. 

5.2. Determinazione dei parametri orbitali di Q e P conoscendo la posi-
zione di T e V. 

Come si vede dalla Tab. 5.2. abbiamo ancora una volta considerato 
noto co e quindi restano solo 12 parametri orbitali da determinare. 

L'equazione di condizione usata è la [A.3] in cui si è posto, essendo 
i corrispondenti parametri orbitali noti, A co = A «t = A »r = A er = 
Ar t = Afflv = APK = An v = Ari- = A cpv = A %pv = A9v = O 

Dopo aver ricavato i valori delle distanze sperimentali inficiate 
di un errore massimo di 15 m e i valori delle distanze calcolate nei cor-
rispondenti istanti dai valori iniziali dei parametri orbitali, abbiamo 
applicato il metodo dei minimi quadrati al sistema originato dalla 
equazione di condizione sostituendovi i dati ottenuti. 

Dopo 30 iterazioni, supponendo di aver effettuato 100 osservazioni 
negli istanti corrispondenti ad una anomalia eccentrica EP¡ = j (con 
j = 1, 2, . . 1 0 0 ) , i risultati convergono sui valori di Tab. 5.1. 

5.3. Determinazione delle orbite di T e V essendo noti i parametri di 
P e Q. 

L'equazione di condizione è stata ricavata dalla Eq. [A.3] tenendo 
presente che i parametri orbitali di P e Q sono supposti noti e che per-
ciò A co = AL?T = Aa = AcpT = AxpT = A0t = A aP = A eP — Ann = 
Ar v = Acpp = A y)r = A&P = O 

I parametri di cui vogliamo ottenere il valore sono quindi CT, «T, 
» t , t t , « i - , ev, nv, t v , cpv, tpv, 9v. 

I risultati ottenuti con 100 dati negli istanti corrispondenti ad 
un'anomalia eccentrica EP¡ = 24; (con j = 1, 2, . . ., 100) sono quelli 
di Tab. 5.2. Come si vede essi hanno una precisione di vari ordini di 
grandezza maggiore rispetto ai valori iniziali. 

Applicando alternativamente più volte questi due metodi si riu-
scirà ad ottenere con precisione i valori di tut t i i parametri. 
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A P P E N D I C E 

Eq. [A.l] - Parametri complessivi in funzione dei parametri orbitali. 

A"i = R% + a), + a\ + a\ — 2B13RTaTeT cos a — 2CnaPep-
3 3 

. aTe.T + 2 £< B¡zCi\RrdPep cos a + 2 AnBn-ì ì 
3 

Bi3RTavev cos a + 2 ~^liAtiCnaPayePey + 
i 

+ 2A\iaTCT(ivev. 
3 

Xì = —2a-pep + 2CnapaTeT — 2 S*' Bi3CnRTaP cos a + 
ì 

3 

— 2 S i AiiCndpavev. 
i 

3 
X3 = 2Gl2aPaTCT (1 — e2

Pyi2— 2 £ AnCnaveyap (1 —e2,.)1'2 + 
i 

3 

— 2 S i BììCììRtcip (1—e2/.)1/2 cos a. 
i 

Xn — a-p e2p [A.l] 

X 5 = —2(i2tPt + 2Bi3Bt«t COS a + 2 C N D P E P A T + 

+ 2 AnayCyaT. 

Ar
0 = 2 BxEtcit {l—e2

T)112 cos a + 2C2iaPePaT(l—e2r)1/2 + 

+ 2 A2iayeyaT(ì—e2?)1'2. 

X7 = a2re2T. 
3 

X8 = —2a2i'Cr — 2 2 AnB\3RTav cos a + 2AuaTeTay + 
i 

3 

— 2 2,iAnCiiaPayeP. 
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3 3 

Xo = — 2 ^lAiiBnRrav (1—62k)1/2 cos a — 2 2 iAnCnapepav 
i i 

• (1— eV)1'2 + 2AnaTcTay (1— eV)1'2. 
Xio = a2ye2y. 
A'n = —2CnapaT. 
Xi2 = —2Ci2aTaP (l—e2

P)^2. 
Xis = — 26'2iar«p (1—e2r)1/2. 
Xu = — 2Cì2aTaP (1— e2

T)1'2 (1 —e2/>)1/2. 
3 

X*i5 = + 2Y1iAiiCiiavap. 
i 
3 

Xi6 = -f AaCnavap (1—e2/.)1'2 

i 
3 

Xi7 = + 2H4¡2C'ii<iFfl/> (1—e2r)1/2. 
i 

3 

Zi . = 2YiiAiìGi2apav (1—e2,.)1/2 (1—eV)1'2 

I 

A'in = 2 An« wir 

Z20 = — 2.4i2«rrtr (1—e2!")1'2 [A.l] 

Z21 = — 2A2I«k«T (1—e2?)1'2 

X 2 2 = — 2 A 2 2 A V A T ( 1 — E 2
T ) 1 / 2 ( 1 — E 2 R ) 1 / 2 

3 
X23 = — 2BnRTaTeT sin a + 2 ^¡AnB^Rravev sin a + 

i 
3 

+ 2 ZtBnCnRrapep sin a 
1 

3 

XM = — 2B\2RTarCT sin a + 2 E<BnCnRTapep sin a + 
1 

3 
+ 2 ^,A,IBT2RTAV6V s in a 

1 
3 

X25 = — 2 SiBilCnRTap sin a 
1 
3 

X20 = — 2 XiBnCuRrap (1—c2ì.)1/2 sin a 
1 
3 

X'27 = —-2 J^iBnCiiRTap sin a 
1 
3 

X28 = — 2 SiBtiGiìRrap (1— e2/-)1'2 sin a 
1 

X29 = 2 BUSTOT s i n A 

X30 = 2 B2IRTaT (1—C-T) 1 ' 2 s in A 
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X 3 i = 2 BioBtUt s i n ci 

A'32 = 2 BWBTÌIT (1—e2r)1/2 sin A 3 

A'33 = — 2 J^iAnBaRrav sin a 
1 3 

Xm = — 2 ^AnBaRrav (1—e2i-)1/2 Sin a [A.l] 
1 
3 

X35 = — 2 YiiAnBioBrav sin a 
1 
3 

A'30 = — 2 XiAuBuErav (1—eV)1'2 sin a 
1 

Eq. [A.2] - Equazione di condizione per i parametri complessivi. 

Ad2i = AA'i + cos Eri AA*2 + sin EP] AA'3 + cos2 Eri AX4 + 

cos Er i A l ; 

= A X I 

+ cos 

+ sili EvAXa 

sin EtAXg + cos2 EtiAX7 + cos EI-JAX8 

cos2 EviAX10 + cos EPi cos EtAXu + 

Ll3 + sin EPi cos ET)à.Xi2 + cos EPÌ sin EriAX 

+ sin E p j sin E t ì A X m + cosEPj cos -EVjAXis + 

+ sin En cos Evi AXis + cos EP] sin EviAXi? + 

+ sin Eri sin EviAXis + COS Evi cos EriAA'is + 

+ s i n Evi cos EtAXz 

Eri — X 3 COS JEri + 

— — . . „ , cos Evi s i n EtiAX-ii + 

s i n EVI s i n EtAX22 — (X2 s i n ERI — X 3 cos 

" 4 COS Eri Sin Eri + X11 cos E t i sin Eri 2 X 

X12 COS ET1 COS ERI + A' t'13 sin E t i sin EP] + 

X14 sin E t i COS Eri + X15 COS Evi sin Eri + 

Xi6 cos E vi cos Eri + Xi? sin Evi sin EP1 + 

X, 

— X 

— X 

Eri + Xi 

la sin Evi cos En + X25 cos coti sin Eri + 

'26 cos tot] cos Eri + A'27 sin ioti sin Eri + 

'28 sin tot) COS Eri A Eri + 

+ cos wti AX23 + sin ioti AX24 + cos Eri cos coti AA'25 + 

+ sin EP] cos coti AX26 + cos EPj sin coti AA*27 + 

+ sin Er] sin tot] AX28 + cos coti cos Eti AX2!> + 

+ sin Eti COS coti AA'3(J + cos Eti sin coti AJ31 + 

[A.2] 
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+ sin ETJ sin COÌ; A X 3 2 + COS Evi COS ioti A X 3 3 + 

+ sin Evi cos coti A X 3 4 + cos Evi sin ioti A X 3 5 + 

+ sin Evi sin ioti AXse — (A ŝ sin Eri — X 6 cos Eri + 2 X? cos Eri • 

sin ETÌ + X n cos EPI sin ETI + X 1 2 sin E PI sin ETI + 

— X13 cos Ep] • cos E t i — X14 sin E p i cos E t i + 

+ X10 cos Evi sin E t i + X 2 0 sin Evi sin E t i + 

—• X 2 1 cos Evi cos E t i — X 2 2 sin Evi cos E t ì + 

+ X29 cos coti sin ETJ — X30 cos coi; COS ETÌ + 

+ X31 sin tot] sin ETI —• X32 sin ioti cos ETI) AETI + [A.2] 

— (X8 Sin Evi — A'g COS Evi + 2 Aio cos Evi sin Evi + 

+ Xib cos EP] sin Evi + A'io sin EP} sin Evi + 

— X 1 7 cos Epj cos Evi — Xia sin EPÌ cos Evi + 

+ X19 cos ETI sin Evi — A'20 cos ETI COS EVI + 

+ X21 sin ETÌ sin Evi — A*22 sin ETI COS EVI + 

+ A33 cos ioti sin Evi — X34 cos coi; cos Evi + 

+ X35 sin ioti sin Evi — A'36 sin coi; cos Evi) A Evi + 

— (X23 sin ioti — X24 cos ioti + A'25 cos EPÌ sin coi; + 

+ A26 sin Epj sin ioti — X27 cos EPj cos coi; + 

— X28 sin Epì cos ioti + -X29 cos Etì sin coi; -j-

-(- X3o sin ETI sin coi; — X3I cos ETI COS coi; + 

— A"32 sin Eti COS ioti + X33 cos Evi sin tot] + 

+ A'34 Sin Evi COS COÌ; — Ar35 cos Evi cos ioti + 

— A~30 sili Evi COS coi;) i;Aco. 

E q . [A.3] - Equaz ione di condizione per i pa rame t r i orbitali . 

AiPI2 = {[(X<2—Xp)BN + (YQ—YP)B2X + 

+ (ZQ—Zp)B3 1] sin a cos coi + [ ( X Q — X P ) B 1 2 + 

+ ( r < 2 — Y p ) B 2 2 + {ZQ—Zp)B32] sin a sin coi + 

+ [ ( X Q — X p ) B 1 3 + (YQ—Yp)B23 + (ZQ—Zp)B33] cos a} ABT + 
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+ {[(XQ—Xp)Bn + (YQ—YP)Bn + 

+ (Zq—Zp)B31] c o s a c o s coi + [ ( X 0 — X P ) B 1 2 + 

+ (Yq—Yp)B22 + (Zq—ZP)B32] c o s a s i n cot + 

— 1(Xq—Xp)B13 + (YQ— YP)BM + 

+ {Zq—Zp)B33\ s i n a} BTAa + 

+ {[(Xq—Xp)Bu + (YQ—YP)B21 + ( Z q — Z p ) B 3 1 ] t s i n cot + 

— [(Xq—Xp)BíO + (Yq—YP)B22 + 

+ (Zq—Zp)B3 2] t c o s cot} Et s i n a A cot + 

+ { [ ( X P — X Q ) C U + (YP—YQ)C2I + 

+ (ZP—ZQ)C3 1] (cos Bp—bp) + [ ( X P — X Q ) C 1 2 + 

+ (Yp— YQ)C22 + (ZP—ZQ)C32] ( 1 — e 2 p ) 1 / 2 s i n B p ) A a p + 

- { [ ( X P — X Q ) C I I + ( Y P — Y Q ) C U + 

/ s i n 2 Bp 
+ (Zp—Zq)Cai] ap 1 + + 

1 — e c o s B p 

+ [(XP—XQ)0I2 + (YP—R0)C22 + (ZR—ZQ)C32] 

« p e p s i n Bp cip ( 1 — e 2 p ) 1 ' 2 cos Bp s i n Bp 
( 1 — e 2 p ) i / 2 ( 1 — d p c o s Bp) 

A Bp + 

— { [ ( X p — X g ) C n + (Yp—Yq)C21 + 

+ ( Z p — Z q ) G 3 1] s i n Bp + [ ( X p — X g ) C i 2 + 

+ ( Yp—YQ)C22 + ( Z p — Z q ) G 3 2 \ ( 1—6 2 P) ! ' 2 COS B P } . 

ttp(t—T p) 

1 — e P c o s Ep 
A nP + 

+ {[(Xp—XQ)CN + (YP—Yq)C2i + 

+ (ZP—ZQ)C3 1] s i n Bp — [(Xp—Xq)Ciz + 

+ (Yp—Yq)C22 + (Zp—ZQ)C32] ( 1 — ep 2 ) 1 ' 2 c o s B p } 

apUp 

1 — e p c o s Bp 
AT i 

+ { [ ( X p — X Q ) A N + (Yp—Yq)A21 + 

+ (ZP—ZQ)A31] ( cos By—ev) + [ ( X p — X Q ) A I 2 + 

+ (Yp—Yq)A22 + (Z,—ZQ)A32\ s i n By (1 —eV)1'2} A u y + 
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— { [ ( X P — X Q ) A U + ( Y P — YQ)AN 

s i n 2 E v 
+ (ZR—ZQ)A3L] 1 

1-—ev cos E v 

+ (Yp— YQ)A*2 + (ZP—ZQ)A32] • 

avßv s i n Ev av ( 1 — e - v ) 1 / 2 cos Ev s i n Ev 

+ [ ( X p — X Q ) A X 

(l—ev2)1'* 1 — e v cos Ev 
A ev + 

— { [ ( X p — X Q ) A „ + ( Y , — YQ)A2i + 

+ (Zp—Zq)A3I] av s i n Ev — [ ( A * p — X q ) A i 2 + 

+ (Yp—Yq)A22 + (Zp—ZQ)A32\ av ( 1 — e2 , -)1 / 2 cos Ev}-

t —-Tv 

1 — ev cos E v 
A n V 

+ { [ ( X P — X Q ) A U + (YP—YQ)A2 I + 

+ (ZP—Zq)A3I] av s i n Ev — [ ( X P — X Q ) A I 2 + 

+ ( Y P — YQ)A22 + (Zp—Zq)A32] av (.1— E2!.-)"2 c o s Ev} 

nv 

[ A . 3 ] 

1 — e v cos E v 
ATV 

[ ( L ' È - X P ) (cos ET—eT) + (Yq—Yp) (l—e°-T)ir- s i n ET] Aar 

(Xq—Xp)aT 1 — 

+ (YQ-Yp) 

Sili2 Et 

1—ER COS Et 

a r e t s i n E t 

( . 1 — e 2 r ) " 2 + 
aT ( 1 — e 2 r ) 1 / 2 cos Et s i n Et 

1 — B t cos E v 
ACT + 

-I- [ ( X Q — X p ) a T sill Et — (YQ—Yp)aT (1—E 2
R ) 1 / 2 cos E t ] • 

n T 
• T T - A TT + 1 — e T cos E t 

+ [ ( X Q — X p ) aT s i n E t — ( Y Q — Y p ) aT (1—E 2
R ) 1 / 2 cos E T ] 

t — T t 

1—ER COS Et 
A u t 
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+ [ ( I , - ! , ) (AuX'V—AuYv) + (YP—Yq) (A-X'R—AnYv) 

+ (ZP—ZQ) (AMX'V — AMY'V)} Açn- + 

+ [ ( I P - X Q ) (—AziX'V — AnY'v) + 

+ (YP—YQ) ( A I , X V + AnYv]\ A f v + 

+ [ ( A V — I « ) (-¿1.31 X V sin + A 3 2 Y V sin y,-) ( Y p — Y e ) • 

(—J.31XV COS — J .32YV COS f v ) + (Z , .—ZQ) • 

( X V s in cos + Y V cos cpv cos ¿V)] Ai9t + 

+ [ ( X / . — X « ) ( C 1 2 X 2 — G11Y2) + ( Y P — YQ) ( C 2 2 X 2 — C 2 1 Y 2 ) + 

+ (ZP—ZQ) • ( C 3 2 X 2 — C 3 1 Y 2 ) ] AÇ>P + 

+ [ ( A V — X Q ) ( — C 2 1 X 2 — C 2 2 Y 2 ) + 

+ ( Y P — Y Q ) ( C I 1 X 2 + C 1 2 Y 2 ) A f p + 

+ [ ( I p — X Q ) ( C 3 1 X 2 s in çip + C 3 2 Y 2 s in f,.) + ( Y p — Y Q ) • 

( C 3 1 X 2 COS FP — C 3 2 Y 2 COS FP) + (ZP—ZQ) • 

(X 2 s in cpp cos Op + Y 2 COS 9op cos &p)] A ftp + 

+ [ ( X Q — X P ) ( £ 1 2 X 1 — H il Y I ) + ( Y Q — Y p ) ( B 2 2 X 1 — B 2 1 Y 1 ) + 

+ (ZQ—ZP) (S32X1—JS31Y1)] A^T + 

+ [ ( X Q — X p ) (—£21X1 — B 2 2 Y 1 — J?33Z,) + ( Y Q — I V ) • 

. ( B U L L + JB,2 Y , + B 

+ [ ( X Q — X P ) (B3iXì sin fT + B112Y1 sin fT + Z\ sin fT cos &T) + 

+ ( YQ—Yp) (—BAI X , COS f r - B32Y1 COS fT + 

— ZI cos FR cos OT) + (ZQ—ZP) (XI s in <pT cos 0T + 

+ Y I cos (PT cos OT — ZU s in Ì9T)] A # R . [ X 3 ] 

B I B L I O G R A F I A 

( ' ) C A P U T O , .M., 1972. - "Orbit determinations from range measurements. D a 
".Memorie della Società Ast ronomica I t a l i ana" , X L I I I , 3, pp . 425-445. 




