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RiassunTo - Viene studiata la propagazione di onde sismiche in un mezzo
inclastico. La relazione tra il tcnsore tensione e quello dcformazione ¢ della
forma:

v Gij + ﬂ,‘,‘ =" err0ij + -,u'f.-.-) + 2 e 5,‘, + 2 ueg;

Sono calcolate la velocita di propagazione ¢ l'estinzionc delle ondc di

compressione e di quelle di taglio.
Si suppone che l'eccitazionc dclle onde sia puramentec armonica ¢ che
agisca lungo una linea della superficie.

SumMmMaARrY - The propagation of seismic waves in inelastic media is investigated.
The relation between stress and strain tensor is of the form

Y oij 1 ﬁ,,’ = (A exx 5,‘,‘ +zu )+ A Ekk 5,‘,‘ +Zue;

Tche velocity of propagation and the extinction both of compressional and
shear-waves arc calculated. The cxitation of the waves is assumed to be purely
harmonic and acting at a line of the surface.

Die einfache Beziehung zwischen Spannungs - und Deformations-
tensor, welche durch das Hooksche Gesetz angegeben wird, gilt nicht
mehr in einen anelastischen Korper.

Vielmehr spielen dann noch die =zeitlichen Ableitungen dieser
Tensoren eine Rolle. Sehr allgemein kann man

F (0, Gijy Gijs wvo , Eijy Eijy Eij o ) =0 [1]

(*) Institut fir Gceophysik. Universitit Hamburg.
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setzen. [1] Die spezielle Form dieses Gesetzes hangt von den physikali-
schen Vorgingen ab, die bei der Untersuchung anelastischen Verhaltens
in Betracht gezogen werden.

Nimmt man an, dass g;; und &; so klein sind, dass Produkte dieser
Grossen vernachlédssigt werden kénnen, und nimmt man ferner an, dass

oij, &; und hohere zeitliche Ableitungen nicht berticksichtigt werden
miissen, so kann man bei Isotropie aus [1] die Beziehung

y 0ij-05=A" €k Oij+ z 1 &+ €k Sijp U & [2a]

entwickeln. Aus ihr folgt:

t

Gij= Ak Gij+ 2z usij+ / [(A"—jA) e 8ii+ pu' ~ju) &l e ¥ dz [2b]

— 0o

(s. a. [2], [3], [4], [5D).

Gleichung (2a) zeigt, dass der Zusammenhang zwischen o¢; und
&i; bei adiabatischen und isothermen Vorgingen in dass Hooksche Gesetz
{ibergeth. Dabei ist dann

/1:/1/14-. U= Ukd., T—Ais-, - —

Aus [2b] folgt

t
o =3k Ekk—{—:’)f(k'—- y k) e e 72 dz [3]
mit

k_,1+3—)‘ u und k’:,l’+~z;— “.

Das Integral auf der rechten Seite von [3], bzw. [2b] stellt die
Abweichungen von ideal-elastischem Verhalten dar. Es ist eine Beobach-
tungstatsache, dass Abweichungen von idealer Elastizitdt sich haupt-
sichlich bei Scherungen, aber sehr wenig bei Kompressionen bemerkbar
machen. Nehmen wir der Einfachheithalber, und um die durch Beobach-
tungen zu bestimmenden Konstanten zu vermindern, an, dass bei reinen
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Kompressionen gar keine Abweichungen von ideal-elastischem Verhalten
auftritt. Dann muss

K—yk—p (4]
gelten. Hieraus folgt
’1’_”’1:_3— W—=yw [4a]
Es wird
—5 W=rm=4 (5]
gesetzt. Das liefert:
Oi— Az Oij+z e+ ,/‘(EM 6ii—3&,) e "Dz, [6]

Es soll iibrigens bemerkt werden, dass ff wie auch y positiv sein muss.
Dann folgt aus [5]

4 . -
? —?Y (b Inl_b L\')'

Die Scherwellengeschwindigkeit ist im adiabatischen Fall also grosser
als im isothermen. Fiir den Unterschied der Kompressionswellengesch-
windigkeiten erhilt man:

£
o

oy

Er ist also grosser als jener der Scherwellengeschwindigkeiten. Es soll
nun folgendes Problem behandelt werden:

An der ebenen Grenzfliche eines homogenen und isotropen, aber
anelastischen Halbraumes werde eine Storspannung erzeugt. Sie wirke
gleichmissig aul einer beiderseits uncndlich ausgedehnten geraden
Linie und beginne zu einem festen Zeitpunkt. Thr Zeitverlauf sei eine
harmonische Schwingung konstanter Frequenz.
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Das Problem ist zweidimensional zu behandeln. Die xi-Achse liege
in der Oberflache, die x;Achse stehe auf dieser Flache senkrecht.

Der Nullpunkt des Koordinatensystemes liege in der Geraden, in der
die Stérspannung wirkt.

Es gelten die Gleichungen

dui _doy;
off T py;

(i=pz) [7]
und fiir x,=0
oi:=—N;:(t, x.), x.=0.

Dabei sei N, (¢, x;) die Storspannung und die Normale auf der Fldche
x:—0 sei

Ni— —6i..
Das Problem soll durch Integraltransformationen gelGst werden. Zunichst
werden die Gleichungen einer Laplace-Transformation 1im Zeitbereich
unterworfen.

(B, xi, xz)—fu,- (t, x1, x) e ™ dz. 18]
0
Das ergibt:
=" [9]
und
o= —=Ni" 6 (x1) 8, x2=0. [10]

Dann wird eine Raumtransformation

10,2 (s, ki, k2) :, K (x1, X2, ki, x2) w.f? (81, x1, x2) dxy dx [t

v
angewandt. Der Kern sei

K=¢"% 21
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mit

Mit Anwendung des Satzes von Gauss (7], [8]) ergibt sich:
+oc0

uit?(s, ki, k) — o "N(s)(“‘i—[)z fe""”‘ ui" kj dx
1

S+

+oo + oo
+pl /"‘/ el’l.:rl uz(l) d.\'l—[Jz K /eilm'l ll,“) dx'a
— 0o —o0
“+ oo
) .
+ ;)}7 g Ney® ka+py /c,zje""' 1" dx, —
1 Y2
—oo
+oo
—2p Kfe"’"’“ ui" kj dx

[14]

Dabei sind zur Abkiirzung:

J
vTe =5 f

(v+5) 148 ps (5) = ps (s)=p1 (s)+p2 (s) [15a]

PO=TU y+s

und
ni=ps—p ki, yi=ps—(pi+2p) ki [15b]

gesetzt worden.
Die Inversion in dem Originalbereich geschieht in 3 Schritten:

[) K= x 2) k- x 3) s—

Die erste Riicktransformation, eine Laplace-Inversion, ist einfach.
Fiihrt man

P2 : Pri+2p2

ein, so erhdlt man:
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RS

p2(pr1+2p2) I

~+20 +oo
+2—LE"—— ks f@ ory 1, ey Sl_nf_vz* Cos g x2+ l ey dx) Cos € xa-
pr+2p: 5

. ) Siné x; p3 ,Sin € x; .
K et LV dx (1)1_ LR S r ———— | 4
! lf@ i \ pz § p] 2P2 K § I

+ — Cos £ x2 = Cos 17 x2 [17a]
P2

J2 v & m+2p:

. S. P el
—1 k/ e 1 dxy (»}2@_2 P2 s Ex,= Cosnx2+

3 IT+2P2
oo )
etV dx \Cos ok PP 5 Cos g xa—
+f 2 1 3 2+p; (014 2p) £ N X

- [TnCOSExz*Sinan [17b]

Nach Ausrechnen der auftretenden Faltungen nehmen die Gleichungen
die Form

”l“):? (Tl“) eEIz +7‘2(|‘ e—E:t-, + Tl(l) ent: +TJ“) e —I]I-_))
und

1
U= (T e85 4Ty 2 e 4 Ty e 4 Ty g ) [18b]
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an. Hierbei soll
Re (§)>0, Re(1)>0
gelten. Dann muss

lim u®P=0

Ty —» 00

sein.
Das fiihrt auf die Bedingungen

TW=—TyY=0 und T\¥=—-Ty®»=0.

Aus diesen Bedingungen werden die Randwerte von
Das Ergebnis ist schliesslich:

— i k Ene s 4 e

[19]

[20]

w,M bestimmt.

uW=—--— I . NSO [21a]
- T n —kle ¥ 120 b
2 » O—KEn M
mit
s 5
=k +? P [22]
Daraus folgt dann:
y— _ . QIE T /g ¢ : ) 2
n = j Gy ke vk [23a]
und
N [
1 Nt e - :
V== —— [ 5 e " dk [23b
SRR Tl R e ]
Die Integranden besitzen die Verzweigungspunkte £=0 und »n=0,

sowie einen Pol '—k*>&7n=0. Sie liegen in der komplexen k-Ebene

auf der imaginidren Achse.
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Zur Durchfithrung der Integration werden die Integranden in
jeweils zwei Summanden aufgeteilt, die je besonders behandelt werden.

+4o0
o L NT L0k i gy 24a]
=~ R ¢ It [24a]

1 NY [ g2y

Ny _ _ - . T L—ikxr—Zix) 24b-
Fx 4z pp ) R ¢ dk [ 1
[ N [ 72 . »
T = +t_ - - c(—l“fx—'}-‘fs) dk [24CJ

4 2 R
. 1 Ty o, . .
= = 2 ik 24d
Fa'?=+4 - P j 7 ¢ dk [24d]

Dabei gilt:

R={'"—k§&n. [25]

Zur Behandlung von Fp'" und F»'" wird die Transformation

k=—i—Cos o [26]

durchgefiihrt, mit

2y +3s
vts

72

und der willkiirlichen Annahmen
=3, = =450 (s. [4])

und es werden die kartesischen Koordinaten x;, x; durch Polarkoordinaten
r, @ ersetzt:

X1—rcosg, X;=rsing. [28]



UBER SEISMISCHE WELLEN IN ANELASTISC EM MATERIAL 293

Die Integrale konvergieren, wenn der Integrationsweg in dem Teil
der komplexen ¢J-Ebene verlduft. Er wird durch

0<¢i<—- fiir 0<¢< 5 und  —-<¢; <z fiir 5 <¢<= [29]

bestimmt. Der Pol liegt auf dem Verzweigungsschnitt.
Durch Anwendung des Satzes von Cauchy wird es mdglich, den
Integrationsweg durch den Sattelpunkt zu legen. Dieser liegt in

¢r=Re (P)=0, = Im{)=0. [30]

Nimmt man rXA an, so fithrt nun die Sattelpunktsmethode zu den
Losungen:

;. N / s c_z k.
Fan—to I 2 in 2 ———¢ a 31a
2 ;| 2rar v {s ks Es s [ ]
und
1 ND o/ . Ll -
Frh=—20 17 % gng =T, g [51b]

I p2 i27rar

Dabei sind die mit dem Index s bezeichneten Grossen die Werte dieser
Grossen im Sattelpunkte.
Zur Berechnung von Fi " und Fo'? dient die Transformation

mit
»_Yt+4s ,
b*="——10b" 33
Y+s [33]

Der Sattelpunkt wird dabei

X,=0, Xi=¢ [34]

gegeben. In diesem Falle kann der Sattelpunkt auf dem Verzweigungs-
schnitt liegen. Das ist der Fall, falls
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0<p<ancos —oder m— ancos — <p<m [35]
a a

gilt. Dann wird als Integrationsweg durch den Sattelpunkt der Weg

— cos <X,<0, Xi=¢p und 0<X,cos, Xi—@ [36]

gewihlt. Der gleiche Weg fithrt auch zum Ziele, wenn der Sattelpunkt
nicht auf dem Verzweigungsschnitt liegt.
Das Ergebnis ist in beiden Féllen

———— 8In
2n b r P2 v

e L

——— —— sIn  — 7 [37b]
2rbr P2 v ‘ !

Dubei bedeuten die Indizes [ und r, dass im ersten Falle die Sattelpunkts-
werte am linken Ufer (X,<0), bzw. am rechten Ufer (X,>0) des
Verzweigungsschnittes zu wihlen sind. Diese Werte stimmen natiirlich
iiberein, wenn der Sattelpunkt nicht auf dem Verzwcigungsschnitt liegt.

Falls der Sattelpunkt auf dem Verzweigungsschnitt liegt, d. h. fir
den Fall der Ungleichungen [35] ist die Losung noch durch zwei Integrale
lings des linken und des rechten Ufers des Verzweigungsschnittes vom
Sattelpunkte bis zum Verzweigungspunkt cos Xi= =[/a zu ergdnzen.
Diese Integrale werden mit Fi " und Fa" bezeichnet und spiter
behandelt werden.

Um nun die Inversion im Zeitbereich durchzufithren, muss zundchst
Ne'" berechnet werden.

Aus

N (1)= Im (e") [38a]

crgibt sich:

[38b]
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Die Inversion ist dann:
ds )
e )y st G 3
Fy 2ni !F” ¢ S4w (591
Dabei nehmen F;» und F» die Form
$3+100
F=_L | A(s) e ds [40]
27l
an.
Sie stellen damit die Kompressionswelle
ui"=F,-z [4”
dar.
Entsprechend erhalten F); und F» die Form
81—~ 100
) _
F=“71T ! [Am e~su=rib (s, [42]
Sie stellen also die Scherwelle
ul-’:F,-l [43]

dar. Die Integration lidngs des Verzweigungsschnittes liefert die gefiihrte
Welle, die aber erst in einer spiteren Arbeit behandelt werden soll.

Zur Auswertung der Fij muss man die Verzweigungspunkte, die
Pole und die Sattelpunkte in der komplexen s-Ebene bestimmen. Das
bereitet keine grundsitzlichen Schwierigkeiten. Das Sattelpunktsverfahren
ist wieder anwendbar. Eine Abschitzung der Integrale durch die
Sattelpunkte scheint zu ergeben, dass sie keine grosse Rolle spielen.
Dasselbe gilt fiir die Pole p=0. Die endgiiltige Berechnung jener L8sungs-
anteile soll einer spiteren, ausfiihrlicheren Arbeit vorbehalten werden.
Hier sollen lediglich diejenigen Anteile der Losung behandelt werden,
welche sich aus den Polen s= #iw ergeben. Sie sind auch deshalb von
besonderem Interesse, weil die ihnen entsprechenden Wellen gerade das
eingepragte Signal transportieren.
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Die Kompressionswelle und die Scherwelle sollen vergleichend
betrachtet werden. Bei der Behandlung dieser Wellen erhdlt man
Losungsformen der Art:

F=A4 (w) e“t=v/iw) _ gy [44]

Der Hauptaugenmerk soll auf die Berechnung des Exponenten der e-
Funktion gelegt werden, da dieser die interessanten Informationen iiber
Geschwindigkeit und Extinktion der Wellen enthélt. Die Berechnung
selbst ist eine reine Routinearbeit, die nicht dargelegt werden muss. Die
Ergebnisse fiir die Kompressions-und die Scherwelle werden in den
Figuren ! und 2 vorgelegt. Dabei ist die dimensionslose Geschwindigkeit

Fig. 2
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Jd/b als Funktion der dimensionslosen Frequenz a/y=w dargestellt
worden. Fiir sehr grosse Frequenzen néhert sich die Geschwindigkeit der
Kompressionswelle jener der Kompressionswellen in ideal elastische
Materialien bei adiabatischen Vorgidngen. Sind die Frequenzen sehr
klein, so stellt sich ein Grenzwert der Geschwindigkeit ein, der bei
isothermen Vorgingen zu beobachten wire. Dieses Verhalten war zu
erwarten. Die entsprechende Feststellung gilt fiir die Scherwelle.

Auch fiir die Extinktion wird eine dimensionslose Darstellung
gewihlt. Statt der Wellenlidnge L wird die dimensionslose Grosse Ly/b
benutzt und die Extinktion wird auf die Wellenldnge bezogen. Damit
ist die in Fig. 2 aufltretende Grosse § eine dimensionslose Extinktions-
konstante. Fiir sehr grosse und fiir sehr kleine Wellenldngen wird die
Extinktion sehr klein, was zu erwarten ist. Das Maximum der Extinktion
pro Wellenlidnge ist bei der Scherwelle betrédchtlich grésser als bei der
Kcmpressionswelle. Auch diese Feststellung ist einleuchtend. Es muss
an dieser Stelle daraul hingewiesen werden, dass sowohl das Verhalten
der Geschwindigkeiten, wie auch das der Extinktion von der Form des
Signals abhingig ist (s. [4]).

Die Poissonkonstante ist nur fiir die Grenzlélle sehr grosser und
sehr kleiner Frequenzen berechnet worden. Im ersten Falle erhdlt man
nattirlich den Wert 0,25. Im zweiten Falle ergibt sich 6=0,429.

Es soll nun die Schwingungsrichtung der Wellen betrachtet werden.
Beide Komponenten der Kompressionswelle sind proportional zu sin ¢.
Da nun k,, wie leicht zu berechnen ist, proportional zu cos @ und 7n;
proportional zu sin ¢ ist, so folgt aus [3la] und [31b], dass die
Kompressicnswelle in grosser Entfernung vom Ursprung rein longitudinal
ist. Am stirksten ist die radiale Komponente in vertikaler Richtung. In
der Oberfliche verschwindet sie. Die Komponenten der Scherwelle
sind ebenfalls proportional zu sin @. Auch hierbei ist wieder k; zu cos @
proportional, &, zu sin ¢.

Dann folgt aus [37a] und [37b[, dass die Scherwelle eine reine
SV-Welle ist, deren Tangentialkomponente am stdrksten in der Ober-
fliche ist und in vertikaler Richtung verschwindet.

Alle mitgeteilten Ergebnisse sind anschaulich evident. Eine nume-
rische Berechnung des Amplitudenverlaufes ist geplant. Es ist auch
beabsichtigt, andere Bezeichungen zwischen f und y der Rechnung zu
Grunde zu legen.
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