
EFFETTI DELL'ATTRITO INTERNO 
SULLA PROPAGAZIONE DELl.E ONDE DI l.OVE 
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Premessa. -- Le onde sismiche superficiali trasversali tangenziali 

di Love ~ono state, come è noto, og!!etto ,li notevoli st1\1li, sopra tutto 

per la loro importanza come mezzo di ricerca della struttura ,Iella 

crosta terrestre. 

Le teorie sviluppate tengono conto però soltanto di alcuni e1e· 

menti che ,leterminano le modalità ,Iella propagazione, come per es. 

il numero delle stratificazioni, mentre a questi si aggiunge la dissipa­

zione dell'energia. 
La presente nota contiene alcuni risultati di una ricerca eseguita 

appunto per valutare gli effetti della dissipazione dell'eneqda. 

In prima approssimazione si è ritenuto sufficiente trattare il C3!:'O 

di un solo sh"ato e considemre onlIe ,li Love piane. 

Pcr l'illlpo~tazione della teoria sono statc usatc le ben notc 

espressioni delle tensioni in mezzi che presentano attrito interno, le 

quali scmlnano ,lefinire wfficientcmentc, ,lal punto di vista fenome· 

nologico, il comportamcnto dei mezzi reali. 

Teoria. - I\'el solito riferimento cartesiano (l) conviene i,lenti­

ficare il piano xy con la 5uperficie libera e il piano z = -D con la 

superficie di sepaI"azione ,lei ,llle mezzi a contatto; l'asse z è quindi 

rivolto verso l'esterno. 

Se l'asse x è orientato nella direzione della propa~azione, lo spo­
stamento v sarà parallelo all·asse y. 

Indican,lo con Il,, Il,, TI' rispettivamente la densità, la ri~idità 

e la costante di tempo del mczzo superiorc, con Q. , 112, T! le analo­

ghe ~ran,lezze ,leI mezzo sottostante, lo spostamento ,lovrà soddil'fare 

le equazioni 

-D [ l] 

[2] 
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Per z = —D, le condizioni di continuità impongono l'uguaglianza 
della tensione Ti e dello spostamento, mentre sulla superficie libera 
Ti deve annullarsi. 

Inoltre lo spostamento nel secondo mezzo deve tendere a zero 
per z —»- — co. 

Se si considerano oscillazioni libere elementari, avuto riguardo alle 
predette condizioni e all'espressione della tensione 

0 » z > — D 

z - D = 

lo spostamento nel mezzo superiore vale 

j M , dv 

dt ) t 

1 -
' dt ) <dz 

- / * ) 

[ 3 ] 

v—A cosh z y/s—fej e 

e nel mezzo sottostante 

. j f r - f x ) 
v— A cosh D Yj —fe, e e 

dove A è una costante arbitraria, mentre 

QiP°~ k. k.--

[ 4 ] 

[ 5 ] 

[6] 
Vi(1+jTiP) " ns(l+;t„p) 

Del radicale \'f" k„ v a presa la determinazione positiva della 
parte reale affinché v si annulli per z — 

Le grandezze p ed / risultano legate dalla relazione 

KqJT—K 
h Q j f - h 

+ t a n g h l ) Ì P — k L = 0 [ 7 ] 

Fissato D ed i parametri che definiscono il comportamento fisico 
dei due mezzi a contatto nei riguardi della propagazione delle onde 
di Love, occorre specificare quale delle due variabili p od f debba 
considerarsi indipendente. 

Gli strumenti sismici registrano lo spostamento dovuto ad una 
perturbazione in moto rispetto agli strumenti stessi, in uno o più 
punti della superficie della terra, in funzione del tempo. Consegue 
che le grandezze fisiche connesse allo spostamento come l'ampiezza, 
la velocità di gruppo e il coefficiente di assorbimento, sono misurate 
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in funzione della frequenza (2), la quale viene assunta come variabile 
indipendente. 

La [7] si deve pertanto esplicitare nella forma 

i=i(p) 

per ogni prefissato valore di D e per prefissati valori di p2, 
Ms> Tu T2' 

Per una prima valutazione degli effetti derivanti dall'attrito in-
terno, si può supporre R 1 = T 2 = R . 

Con le posizioni 
q = xp 

D 

la [7] assume la forma 
T ¥ HI 

+ 
-1/PgMj r Q^L + t a n g h D j t f + y = 0 [7'] 
' Pi''! l/ . , , 

dove 

= " [ 6 ' ] 
I +jq 

Dato che per le considerazioni precedenti p risulta reale, lo spo-
stamento in superficie, ottenuto dalla [4] ponendo z — 0, diviene 

_ k x j J t L \ [ 4 ' ] 

v0 =A (p)e e 

con evidente significato dei simboli. 
Indicando con gì la parte reale e con g2 il coefficiente dell'imma-

ginario di g, con C la velocità di gruppo, si ha dalle posizioni [8] 

Qi_ _ J L = — 
Hi gì ' r Hi 

da 
[9] 

k t | / ^ - = é 

Pi 

dk i / ut 

dprQi ~ dq 
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Queste grandezze risultano funzioni ,li q, DI, e dei rapporti 

.!?!.. .!:L 
Q~ !1~ 

Per un'onda trasversale çhe si propaghi nel mezzo superiore o 

sotto~tante, consi,lerati come indefiniti, si ottengono rispettivamente 
le condizioni 

'on 

g2+",=O 

g! (lI !-lI +",=0 
!?,p, 

Dalla prima delle precedenti ~i ha 

mentre nel secondo mezzo 

g=(y, - j Yt)l /P:I! ' 
r ~II P: 

[ IOJ 

[IlJ 

La prima delle [11] mostra che, come è noto, le onde spaziali 
in un mezzo che presenti attrito interno, Hono soggette a dispersione 

anomala. 
Se q~ è sufficienlemente piccolo rispetto all'unità, ossia se 

risulta 

I p«­, 

q' 
'l_"",,--

2 

[1l'J 

quindi per valori del periodo molto maggiori della costante di tempo, 
la dispersione non è sensihile c,l il coefficiente ,li assorbimento è pro­

porzionale al 'jua,lrato della fre'juenza. 
Allo S(;OPo di esplicitare la funzione g contenuta nella [7'] sono 
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stati assunti i rapporti 

ed c stata considerata la soluzione corrispondente ad onde di Love 
senza piani nodali nella teoria classica. 

L'Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo ha gentil-
mente provveduto al calcolo della funzione g e della sua derivata ri-
spetto a q. 

In corrispondenza dei valori di D, pari a 

3 3 3 3 3 3 

sono stati calcolati una diecina di valori approssimati di g al varia-
re di q. 

Dispersione e assorbimento. — La velocità di fase è una funzione 

\ 

|cf i. \ \ 
\ 

\ 
\ 

\ 
N n W-

I - -8 1 ? 4 1 6 ( S ; i « i i i •1 2 6 

W-

I - -8 

Fig. 3 

di q e D! e rimane compresa tra la velocità di fase di un'onda spa-
ziale trasversale nel primo mezzo e l'analoga nel secondo mezzo. 

Per un fissato valore di Du diminuisce al crescere di q (disper-
sione normale) fino a raggiungere un minimo, quindi cresce con q 
(dispersione anomala). L'effetto della stratificazione comporta la di-
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spersione normale, mentre dall'attrito interno deriva la dispersione 

anomala. 
Il minimo della velocità di fase stahilisce, per un fissato Dh il 

valore di q per cui i due effetti si compem<ano. 
Se q è minore di cirea 0,02, la velocità di fase dipende con huona 

approssimazione dal solo prodotto 
,-
fL 
", 

Quindi se il peri(}(lo è grande rispetto a T, l'attrito interno non in­

fluisce sensihilmente. 
La velocità di ~ruppo ha un andamento analogo, però non rimane 

ovviamente compresa tra le velocità di gruppo relative ai due mezzi 

a contatto, ma presenta un minimo, funzione di DI e q. 
Entro il limite numerico fissato per la velocità di fase, anche la 

velocità di gruppo è sensibilmente dipendente dal solo prodotto DI q. 
La tahella II contiene la velocità di fase e di gruppo in funzione 
di q e Dio mentre la tahella V gli analoghi valori approssimati in fun­

zione di DI q. 
Il coefficiente di assorhimento cresce con la frequenza tanto più 

rapidamente quanto maggiore è la frequenza stessa, come mostra la 

tahella III. 
In prima approssimazione il rapporto kjkx-, dove con kx- si è 

indicato il coefficiente di assorhimento del mezzo superiore, dipende 

,,01 

'. ... , ." ---
Fig. 4 
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dal solo prodotto Dj q 
ed assume il massimo 
valore in corrispon-
denza del minimo del-
la velocità di gruppo, 
relativo a periodi lun-
ghi rispetto a t. Ciò 
potrebbe spiegare il 
fatto che le onde di 
Love non assumono 
generalmente il massi-
mo di ampiezza per 
periodi corrispondenti 
al minimo della velo-
cità di gruppo. 

Non è inutile rile-
vare inoltre che per le 
onde spaziali se </> 0,8 
circa, dk/dp decresce. 
Questo andamento è 
di notevole importanza 
perchè detto valore di 
q separa press'a poco 
il campo delle fre-
quenze sismiche dal 
campo delle frequenze 
acustiche, le quali ri-
mangono con ampiezza sensibile soltanto in prossimità del centro di 
perturbazione. Se per es. si assume 

0 suoi UNI aooi no» orai UN oca.' eoo* tool or» ANI cor? orni oot coi oc e no» ODI! don co; 

Fig. 5 

risulta 
i = 3,3 km sec 1 T = 2 . 1 0 - 2 sec D = 20 kr 

fc=0,000268 k m " 1 

fc=0,000173 » 
fc = 0.0000236 » 

per r = 2 0 , 9 sec 
T = 2 5 , l » 
T = 6 2 , 8 » 

valori che sono dell'ordine di grandezza di quelli osservati. 

Coefficiente di estinzione. — 11 coefficiente di estinzione con la 
profondità è dato, in base alla [5] dalla parte reale dell'espressione 

iT^K 
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che conviene scrivere nella forma 

h — jh' [13] 
con /i>0. 

Introducendo le posizioni [8] si ottiene 

( h - j h) t I / K = Y S I / * 8 — [ 1 4 ] 
J Pi r P i P . I g.Mi 

e quindi JiX risulta funzione di D, e q. 
V 

In prima approssimazione però il prodotto 

D l h x ^ = hD [15] 

dipende sensibilmente dalla sola variabile D1 q. 

k 
Il CMS 

x ' 
1 - — -.... 

V 
/ 

/ 
e 

• 

.- r' 
r - y 

0.1 0,2 0.3 0.4 0,5 0,6 0.7 0.91 z 3 a 5 6 7 8 9 10 20 30 40 

Fig. 6 

Dalle tabelle IV e V si nota che h cresce approssimativamente 
col quadrato della frequenza e linearmente con lo spessore dello stra-
to, se Dj q si mantiene minore di circa 1,8. 

Per valori di D t q maggiori di 1,8, cioè se la frequenza o lo 
spessore divengono troppo elevati, h tende a dipendere dalla sola 
frequenza. 

Se si pone p. es. 

1 / i i = 3,3 km sec-1 , D = 20 km 
r Q i 

la profondità, al disotto dello strato, alla quale le onde di Love ri-
ducono l'ampiezza dello spostamento ad 1/e, è data da 
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0,2 0,3 0.4 O.S 0.6 0.7 0.3 0.3 I 2 3 1 5 i 7 fl 9 13 

Fig. 7 

— — 271 km per T = 62,8 sec 
h 

— ^ 42 » » T = 2 5 1 » 
h 

— ^ 29 » » T = 2 0 , 9 » 
h 
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Una valutazione approssimata di 1/h, se Dj q è compreso fra 0,1 
e 1,8 circa, può anche essere fatta mediante la i-dazione 

T in sec 

0 , 1 2 5 ^ D _ _ * k m [ 1 6 ] 

k D e< l/i i i . » km sec - 1 

t Qi 

Roma — Istituto Nazionale di Geofisica — Dicembre 1949. 

RIASSUNTO 

Si espongono alcuni risultati conseguiti da una ricerca, tendente 
a valutare gli effetti della dissipazione dell'energia, sulla propagazio-
ne delle onde di Love. Mediante l'espressione delle tensioni in pre-
senza di attrito interno e con l'ipotesi che la costante di tempo dei 
due mezzi a contatto sia identica," si mostra che mentre la stratifica-
zione comporta la dispersione normale, dall'attrito deriva la disper-
sione anomala, la quale però non è sensibile se il periodo dell'onda è 
grande in confronto alla costante di tempo. 

Il coefficiente di assorbimento cresce rapidamente con la fre-
quenza ed assume ordini di grandezza in accordo con quelli osservati. 

Se lo spessore dello strato o la frequenza non sono troppo elevati, 
il coefficiente di estinzione con la profondità è, in prima approssima-
zione, proporzionale allo spessore dello strato ed inversamente pro-
porzionale al quadrato del periodo, mentre per spessori o frequenze 
elevate tende a dipendere dal solo periodo. 
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TABELLA I 

9 9 / Y I / d<i Y . 
dy, 
dq 

0 , 0 = 1 1 , 0 0 0 0 1 , 0 0 0 0 0 , 0 | ; 5 0 0 0 0 , 0 = 1 0 0 0 

0 , 0 - 2 1 , 0 0 0 0 1 , 0 0 0 0 0 , 0 R , 2 0 0 0 0 , 0 = 2 0 0 0 

0 , 0 = 3 1 , 0 0 0 0 1 , 0 0 0 0 0 , 0 ~ 4 5 0 0 0 , 0 = 3 0 0 0 

0 , 0 = 5 1 , 0 0 0 0 1 , 0 0 0 0 0 , 0 4 1 2 5 0 0 , 0 = 5 0 0 0 

0 , 0 = 6 1 , 0 0 0 0 1 , 0 0 0 0 0 , 0 + 1 8 0 0 0 , 0 = 6 0 0 0 

0 , 0 = 7 1 , 0 0 0 0 1 , 0 0 0 0 0 , 0 4 2 4 5 0 0 , 0 = 7 0 0 0 

0 , 0 2 8 1 , 0 0 0 0 1 , 0 0 0 0 0 , 0 + 3 2 0 0 0 , 0 = 8 0 0 0 

0 , 0 1 0 1 , 0 0 0 0 1 , 0 0 0 1 0 , 0 + 5 0 0 0 0 , 0 1 0 0 0 

0 , 0 1 4 1 , 0 0 0 1 1 , 0 0 0 2 0 , 0 - « 9 7 9 9 0 , 0 1 4 0 0 

0 , 0 2 0 1 , 0 0 0 1 1 , 0 0 0 4 0 , 0 3 1 9 9 9 0 , 0 1 9 9 9 

0 , 0 3 0 1 , 0 0 0 3 1 , 0 0 1 0 0 , 0 3 4 4 9 7 0 , 0 2 9 9 7 

0 , 0 4 0 1 , 0 0 0 6 1 , 0 0 1 8 0 , 0 3 7 9 9 2 0 , 0 3 9 9 2 

0 , 0 6 0 1 , 0 0 1 3 1 , 0 0 4 0 0 , 0 = 1 7 9 6 0 , 0 5 9 7 3 

0 , 1 0 0 1 , 0 0 3 7 1 , 0 1 1 2 0 , 0 = 4 9 6 9 0 , 0 9 8 7 6 

0 , 2 0 0 1 , 0 1 4 8 1 , 0 4 4 8 0 , 0 1 9 5 1 0 ,1904-

0 , 3 0 0 1 , 0 3 2 7 1 , 1 0 0 4 0 , 0 4 2 6 3 0 , 2 6 9 5 

0 , 4 0 0 1 , 0 5 6 9 1 , 1 7 7 1 0 , 0 7 2 8 9 0 , 3 3 2 8 

0 , 6 0 0 1 , 1 2 0 6 1 , 3 8 9 3 0 , 1 4 8 3 0 , 4 1 1 3 

0 , 8 0 0 1 , 1 9 9 2 1 , 6 6 7 2 0 , 2 3 4 0 0 , 4 3 8 8 

1 , 0 0 0 1 , 2 8 7 2 1 , 9 9 1 2 C , 3 2 1 8 0 , 4 3 5 6 

1 , 4 0 0 1 , 4 7 5 2 2 , 6 9 5 7 0 , 4 8 8 4 0 , 3 9 3 7 

2 , 0 0 0 1 , 7 5 7 9 3 , 6 9 0 0 0 , 7 0 3 1 0 , 3 2 4 7 

3 , 0 0 0 2 , 1 9 2 0 4 , 9 6 0 7 0 , 9 8 6 4 0 , 2 4 9 3 

5 , 0 0 0 2 , 9 1 9 9 6 , 6 3 0 1 1 , 4 0 3 8 0 , 1 7 8 7 

8 , 0 0 0 3 , 7 8 7 5 8 , 3 5 4 1 1 , 8 6 4 6 0 , 1 3 4 6 

1 4 , 0 0 0 5 , 1 1 9 0 1 0 , 9 0 4 2 2 , 5 4 6 5 0 , 0 9 8 3 5 

2 0 , 0 0 0 6 , 1 7 6 2 1 2 , 9 3 3 8 3 , 0 8 0 4 0 , 0 8 1 2 4 







P-K TABELLA I V 

0,0=1 
0,0=2 
0,0=3 
0,0=5 
0,0=6 
0,0=7 
0,0=8 
0,01 
0 , 0 2 
0,06 
0,1 
0,2 
0,4 

0,5 
D, = : — 10+ 

1 33 

0,0+299 -
0,03120 
0,03271 -
0,03768 -
0 , 0 = 1 1 2 -
0,0=153 -
0,0=201 -
0,0=312 -
0,0104 • 
0,0384 -
0,0650 -
0,130 
0,250 

- j 0,0^299 
- j0,0"241 
-j0,0«823 
• j0,0r>394 
- j 0,03684 
-jO, 0+110 
- jO, 0+165 
-jO,0+291 
- j 0,03149 
-jO, 0=122 
- jO,0=334 
-j0,0129 
- j 0,0482 

1 
33 

10+ 

0 , 0 + 6 0 0 -
0,03243 -
0,03559 -
0,0=156 -
0,0=225 -

0,0=521 -
0,0124 -
0,0393 -
0,0657 -
0.130 -
0,250 -

-jO, 0^603 
- j(),0«495 
- j0,0n173 
-jO,0^727 
-iO,0+126 

-jO,0+373 
-jO,03139 
- jO,0=120 
-jO,0=330 
- j0,0129 
- j 0,0482 

TABELLA V 

1,5 
D. = — 10+ 

1 33 

0,0+905 -
0,03372 -
0,03853 -
0,0=223 -
0,0=298 -

0,0=591 -
0,0128 -
0,0395 -
0,0658 -
0,130 -
0,250 -

-jO,07915 
-jO,00769 
-jO, 0=259 

jO,0*932 
-jO,0+135 

-jO,0+358 
-jO,03136 
-jO,0=119 

jO,0=329 
- j0 ,0129 
- j 0,0482 

"f* •V* C]/SL 
\ HI 

k 
koO 

hD 

0 , 0 0 0 0 1 , 3 3 3 3 1 , 3 3 3 3 0 , 7 5 0 , 0 0 0 0 
0 , 1 5 1 5 1 . 3 3 2 3 1 , 3 3 0 2 0 , 7 5 0 , 0 = 4 5 3 
0 , 3 0 3 0 1 , 3 2 9 1 1 , 3 2 0 6 0 , 7 6 0 , 0 1 8 2 
0 , 4 5 4 5 1 , 3 2 3 7 1 , 3 0 4 6 0 , 7 7 0 , 0 4 1 1 
0 , 6 0 6 1 1 , 3 1 6 1 1 , 2 8 2 1 0 , 7 8 0 , 0 7 3 6 
0 . 7 5 7 6 1 . 3 0 6 2 1 , 2 5 3 5 0 , 8 0 0 , 1 1 6 
0 , 9 0 9 1 1 . 2 9 4 0 1 , 2 1 9 7 0 , 8 2 0 , 1 6 9 
1 , 0 6 0 6 1 , 2 8 0 0 1 , 1 8 1 9 0 , 8 4 0 , 2 3 2 
1 , 2 1 2 1 1 , 2 6 4 0 1 , 1 4 2 8 0 . 8 7 0 , 3 0 5 
1 , 3 6 3 6 1 . 2 4 6 6 1 , 1 0 4 6 0 , 9 0 0 , 3 8 7 
1 , 5 1 5 1 1 , 2 3 1 1 1 , 0 6 5 4 0 , 9 2 0 , 4 7 3 
1 , 8 1 8 2 1 , 1 9 2 8 1 , 0 1 6 8 0 , 9 8 0 , 6 8 2 
2 , 2 7 2 7 1 , 1 4 6 5 0 , 9 7 5 1 1 ,02 1 ,01 
2 . 7 2 7 3 1 , 1 1 2 1 0 , 9 6 1 5 1 , 0 4 1 ,35 
3 , 0 3 0 3 1 , 0 9 4 8 0 , 9 5 9 6 1 , 0 4 1 , 5 8 
4 , 5 4 5 4 — — 1 , 0 3 2 , 6 9 
6 , 0 6 0 6 — — 1 .02 3 , 7 6 
9 , 0 9 0 9 — • — 1 ,01 5 , 8 2 

1 5 , 1 5 1 5 — — 1 . 0 0 9 , 8 5 
1 8 , 1 8 1 8 — — 1 , 0 0 12 




